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METHODUS 

INVENIENDI CURVAS 

TKAXIMI MINIMIVE PROPRIETATE 
GAUDENTES. 


J)e Methodo maximorum & minimorum ad 
inveniendus applicatu in genere. 

Definitio L 


te# / 


EthoduS maximorum cr mini- 
morum ad lineas curvas applicata , 
eft methodus inveniendi lineas 
curvas , qua: maximi minimive 
proprietate quapiam propofita 
gaudeant. 

Corollarium I. 


2. Reperiuntur igitur per hanc 
methodum line* curva?, in quibus propofita quaepiam quantitas 
maximum vel minimum obtineat valorem. 

Euler De Max.& Min. A C o- 



» 


DE METHODO M A X. ET M I N. 

C O R 0 L L. I I* 

j. Cum autem eadem curva infinitis modis fui fimilis effici 
queat , Problema , nifi quxdam reftri&io adhibeatur , maxime 
dfet indeterminatum , atque adeo nullum. Quxcunque enim 
curva prxbeatur maximi minimive proprietate prardita , femper 
alia, illi quidem vel fimilis vel diffimilis, exhiberi pollet, qua? 
illam proprietatem , vel majorem , vel minorem , in fc contineret, 

CoROLL. III. 

4. Quoniam igitur adxquata curvarum cognitio polhilat , ut 
ex ad axerrfllliquem politione datum, cjufque portiones quafcun- 
que qux abfciflx vocantur , referantur : prima caque prxeipua 
icftridio ex quantitate ablcifla? petenda erit. 

COROLL. IV. 

5. Problemata ergo ad methodum hanc pertinentia Ita pro- 
poni debent , ut quxrantur linex curvx ad axem politione da- 
tum relatx , qux inter omnes alias curvas eidem abfciilx rcfpon- 
dentes maximi minimive proprietate fint prxditx. * 

S C H 0 L 1 0 N. 

6 . Hxc itaque Methodus maximorum & minimorum maxi- 
me diferepat ab illa, quam alibi expofuimus,- Ibi enim, pro dara 
ac determinata linea curva, locum determinavimus , ubi propofita 
quxdam quantitas variabilis ad curvam pertinens fiat maxima 
vel minima. Hic autem ipfa linea curva quxritur, in qua quan- 
titas quxdam propofita fiat maximj» vel minima. Methodus hxc 
jam fuperiori Seculo , mox poli inventam Analyfin infinitorum , 
excoli coepit a Celeb. Fratribus Bernoulliis , atque ex 
eo tempore maxima cepit incrementa. Primum quidem Proble- 
ma, quod cx hoc genere eft tradatum , ad Mechanicam ref- 
piciebat , eoque quxrebarur linea curva fuper qua grave def- 
cendens citiffiinc delabatur ; cui Curvx brachy/hchron x fcu Linex 
•clerrimi defttnfus nomen erat impofitum. In hoc Problemate 
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AD CURVAS INVENIENDAS APPLICATA. 5 

jam manifeftum eft , id , fine adjundta conditione , nequidem 
nomen quxftionis retinere polfc : perfpicuum enim eft , quo bre- 
vior magifque ad fitum verticalem accedens linea capiatur , eo 
fore tempus defcenfus fuper ea brevius. Quamobrem non ab- 
folute quaeri poteft linea , fuper qua grave defeendens celerrime 
leu brevi/fimo tempore delabatur ; fed abfcillx quantitas , cui 
curva invenienda rcfpondeat , fimul debuit definiri ; ita ut, 
inter omnes curvas eidem abfcilfx in axe politione dato 
fumtx refpondcntcs , quxrcretur ea fuper qua corpus grave ci- 
tiflime dclaberetur. Neque vero in hoc Problemate illa condi- 
tio fulficiebar ad id determinatum efficiendum : fed infuper if- 
tam conditionem adjicere oportuit , ut curva invenienda per 
data duo pun&a tranfeat ; atque illud Problema his conditioni- 
bus adflringi debuit, ut fieret determinatum , inter omnes, fci- 
licet , lineas curvas per data duo pundia tranfeuntes eam deter- 
minare fuper qua corpus defeendens arcum datx abfcilfx reC- 
pondentem breviffimo tempore abfolvat. Interim tamen hic 
notandum eft , conditionem tranlitus per duo pundta non clTe 
abfolute necelTariam , fed in hoc Problemate per ipfem folutio- 
nem elfe illatam. In folutione enim hujus Problematis imme- 
diate pervenitur ad xquationem diflferentialem fecundi gradus, 
qux bis integrata duas recipit conftantcs arbitrarias , ad quas 
determinandas duobus opus eft pundtis per qux curva traduca- 
tur , vel aliis fimilibus proprietatibus : atque hxc eadem con- 
ditio , quali fua fponte , ad omnia iftiufmodi Problemata ac- 
cedit , quarum folutio immediate ad xquationem diflferentialem 
fecundi gradus deducit. In Problematibus autem qux refolvun- 
tur per xquationem diflferentialem quarti vel altioris ordinis , 
nequidem duo pundta ad curvam determinandam fufficiunt , fed 
tot opus eft punctis, quot gradus diflfercntialia obtinent. Con- 
tra vero, fi folutio ftatim ad xquationem algebraicam perducat, 
tum fine hujufmodi conditione Problema perfedle erit determi- 
natum; dummodo abfcillx longitudo definiatur. Verum hxc 
omnia clarius perfpicientur , quando infra ad folutiones Proble- 
matum perveniemus : ibique has notationes fufius explicabimus. 
Hic enim in principio ifta tantum commemorare vilum eft , ut 
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4 DE. METHODO M A X. ET M I N. 

pcrvcrfas ideas circa determinationem hujufmodi Problematum 
tollamus. 

Defiuitio II. 

7. Methodus mux imorum ac minimorum ubfolutu , docet inter 
omnes omnino curvas , ad eandem ablcilfam relatas , determi- 
nare eam , in qua propofita quxdam quantitas variabilis maxi- 
mum minimumve obtineat valorem. 

Corollarium. 

8. In Problematibus igitur ad hanc methodum pertinentibus, 
datur axis politione ; atque , inter omnes curvas qux ad hunc 
axem ejulque determinatam portionem referri poliunt, determi- 
natur ca in qua quantitas quxdam variabilis fit maxima vel 
minima. 

S C H 0 L I 0 N. 

9. Aliam conditionem ad maximi minimive determinationem, 
prxter abfcilfx quantitatem , bic in genere non adjicimus. Dan- 
tur enim Problemata , qua* hoc modo perfedte determinantur ; 
quemadmodum infra diftin&ius patebit. Etli enim etiam ejuf- 
tnodf Problemata occurrunt , ad quae determinanda infuper duo 
plurave punita prxfcribi poliunt , per qux qua? lita curva tran- 
leat ; tamen hoc demum ex ipfa cujufcunque Problematis folu- 
tione pcrfpicietur. Namque fi ad ejufmodi aequationem pro 
curva qua: lita perveniatur , in qua per integrationem nova? quan- 
titates conflantes fint ingreffx , qux in ipfa quxllionc non ine- 
rant j tum folutio cenfenda erit ambigua , atque vaga ; eo quod 
innumerabiles lineas curvas , qux ex determinatione illarum 
quantitatum conflantium & arbitrariarum oriri poliunt , in fe 
complcilitur. His igitur in cafibus erit concludendum , Pro- 
blema ex fua natura non penitus elTe determinatum : fed ad ejus 
plenam determinationem , prxtcr abfcilfx quantitatem , tot no- 
vas conditiones adjungi oportere , quibus illae arbitrarix conflan- 
tes ad determinatos valores revocentur. Pro hujufmodi autem 
conditionibus commodiflime alfumuntur pnn&a , per qux curvae 

quxfitx 
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quxfitx fit tranfeundum > totidem vero punifla , quot infunt in 
xquatione inventa quantitates arbitrarix > ipfain xquationem de- 
terminatam reddent. Loco punitorum autem , ad curvam qux- 
fitam perfedie determinandam , adhiberi etiam poffunt totidem 
tangentes qux curvam quxfitam tanganr , & , fi contadlus dc- 
bcac fieri in dato tangentis punito , hxc conditio duobus pun- 
itis xquivalebit. Quin etiam in locum punitorum , alix qux- 
cunquc conditiones fubflitui potiunt ; dummodo ex ita fint com- 
paratx , ut per eas quantitates arbitrarix in xquatione inventa 
contentx determinentur. Neque vero ante opus eft folutionem 
ad finem perducere , quam ifla dijudicatio fufeipiatur ; fed infra 
tradentur certa criteria, quorum ope, flatim, ex illa quantitate 
variabili qux maximum minimumve cfle debet , dignofei pote- 
rit qux novx conflantes in xquationem pro curva ingrediantur , 
qux in quxflione non continebantur. Oriuntur autem iflx 
conflantes arbitrarix ex gradu differcntialium , ad quem xquatio 
pro curva quxfita exfurgit ; quoti enim gradus prodit xquatio 
differentiatis pro curva quxfita , tot quantitates arbitrarix in 
illa cenfendx funt poteflate inefle ; hineque totidem conditioni- 
bus opus erit ad curvam determinandam. Idem vero etiam ufu 
venit in folutione omnium Problematum , quando xquatio dif- 
ferentiatis vel primi vel altioris gradus invenitur > ita ut hinc in 
prxlcnti inflituto nulla peculiaris difficultas inefle ccnfcnda fit. 

Definitio III. 

10. Methodia maximorum ac minimorum relativa docet, non 
inter omnes omnino curvas eidem abfcifTx refpondentcs , fcd 
inter eas rantum qux prxfcriptam quandam proprietatem com- 
munem habeant, eam determinare qux maximi minimive pro- 
prietate gaudeat. 

C O R O I I. I. 

11. Ad hujufmodi igitur Problemata folvenda , primum, ex 
.omnibus omnino cuivis eidem abfcifTx rcfpondcnubus ex Tunc 

A 3 fegre- 
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Icgrcgmd* , in quas eadem prxfcripta proprietas competat ; at- 
que tum demum ex his fegregatis ea qux queritur debebit de- 
finiri. 

C 0 R o L L. II. 


ia. Quanquam autem tali conditione numerus curvarum om- 
nium ad eandem abfeiflam relatarum vehementer reftringitur j 
tamen is ctiamnum manebit infinitus. Quin etiam, fi non una, 
fcd plures proprietates prxfcribantur , quibus omnes curvat ex 
quibus quxfita efi determinanda debeant eile prxditx ; tamen 
ufque numerus curvarum manebit infinitus. 

C O R O L L. II I. 

13. Quo plures itaque proponuntur proprietates , qux iis 
curvis ex quibus quxfitam definiri oportet communes efic 
debeant ; eo magis numerus curvarum inter quas eledio qux- 
fitx efi infiituenda refiringetur , ctiamfi maneat infinitus. 

S C H O L l O N t. 

14. Ex hoc genere, in quo Methodum maximorum & mi- 
nimorum relativam conftituimus , initio hujus Seculi, primum a 
Jdcebo Bernoullio in medium prolatum efi famofum illud 
Problemd Ifiperimetrtcum ; in quo quxrebatur curva maximi mi- 
nimi ve proprietate prxdita, non inter omnes curvas ad eandem 
abfeiflam relatas , fcd inter eas tantum qux ejufdcm edent lon- 
gitudinis i ex quo iftx curvx , ex quibus quxfitam erui opor- 
tebat , ifoperimctrd funt appcllatx. Ita fi , inter omnes curvas 
eidem abfciflx refpondentes & longitudine xquales , quxratur 
ea qux cum abfeifla & applicata maximum fpatium includat ; rc- 
peritur quxfito linea circularis fatisfaccre : quod quidem jam 
diu ante inventam hanc methodum Geometris innotuerat , ac 
demonftratum erat. At, hoc cafu iterum, ex Ipfa Problema- 
tum natura , novx conditiones accedunt j uti in iis , qux ad 
Methodum maximorum ac minimorum abiolutam pertinent i 

qux 
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qux ex conflantibus arbitrariis, quas folutio inducit , funt xfti- 
mandx. Ita in folutione Problematis , quo cuna queritur quae 
inter omnes ejufdem longitudinis maximam comprehendat aream 
Cum abfeifla , duae conflantes nova: ingrediuntur ; ex quo , ad 
Problema determinatum efficiendum, id ita eft proponendum, ut 
inter omnes curvas ejufdem longitudinis , qux non folum eidem 
abfciflx refpondeant, fed etiam per data duo pun&a tranfeant, 
quaeratur ea qux ad datam abfeiflam maximam aream referat. 
Atque fimili modo evenire pptcft , ut quartior punfta , & plura 
etiam interdum , pro arbitrio aflumi debeant , quo Problema fiat 
determinatum : cujus rei dijudicatio ex ipfa Problematum natura 
eft petenda. Quemadmodum autem , in Problemate ifoperime- 
trico , omnes curvat ex quibus quxfitam determinari oportet 
ejufdem longitudinis ponuntur ; ita loco hujus proprietatis alia 
quxeunque proponi poteft, qux omnibus communis efle debeat. 
Sic jam quxfitx funt curvx maximi minimive proprietate prx- 
ditx, inter omnes eas curvas ad eandem abfeiflam relatas tantum, 
qux circa eam abfeiflam converfx omnes xquales fuperficies ge- 
nerent; atque fimili modo alix quxeunque proprietates proponi 
pofliint. Deinde etiam , non una , fed plures hujufmodi pro- 
prietates prxfcribi poflunt , qux omnibus curvis inter quas ea 
qux maximum minimumvc aliquod contineat definienda fit com- 
munes cfle debeant. Ita fi quxrerctur curva maximi vel mini- 
mi proprietate quapiam prxdita , inter omnes curvas eidem ab- 
fciflx refpondentes , qux tam eflent omnes inter fe longitudine 
xquales , quam etiam areas xquales concluderent.- 

S C H 0 L I 0 N II 

15. Propter hoc diferimen inter Methodum maximorum & 
minimorum abfolutam ac relativam, tra&atio noftra erit bipartita. 
Primum fcilicet methodum trademus, inter omnes omnino curvas 
eidem abfciflx refpondentes , eam determinandi qux maximi 
minimive proprietate fit prxdita. Deinde vero progrediemur 
ad ejufmodi Problemata, in quibus curva maximi minimive pro- 
prietate 


r 


8 DE METHODO M A X. ET M 1 N. 

prietatc gaudens poflulatur, inter omnes curvas qux unam plu- 
refve propofitas proprietates communes habeant ; atque ex nu- 
mero harum proprietatum iflius tractationis denuo fubdivifio 
orietur. Interim tamen non opus erit in hac fubdivifione lon- 
gius progredi i cum mox reperiatur methodus , quotcunquc etiam 
propofitx fuerint proprietates , Problemata facile refolvendi. So- 
lutiones enim Problematum prima fronte maxime intricatorum 
praeter opinionem fient perquam expeditae } ac levi calculo ab- 
folvend*. 

HYPOTHESIS I. 

16 . In hac tr tt Ratione abfeiffam , ad quam omnes curvas refert • 
mus , perpetuo littera x , applicatam vero littera y deftgnabimus. 
Tum vero .fumptis elementis abfeiffa aqualibus ,femper erit dy^pdx» 
dp = qdx; dq = rdx; dr = sdxi <£•<■. 

. C O R O L L. I. 

17. His igitur fubflitutionibus omnia differentialia ipfius j cu- 
jufcunquc gradus ex expreffionibus tollentur , atque praeter difi 
ferentiale dx nulla alia differentialia relinquentur. Qiianquara 
autem hoc modo omnia differentialia, praeter dx , fpecic tan- 
tum , non revera tolluntur ; tamen hx fubflitutiones ingens no- 
bis in prxfcnti inftituto afferent fubfidium. 

N 

•C O R O L L. II. ' 

18. Quin etiam hujufmodi fubflitutionibus differentialis 
conftantis affumtio penitus de calculo tollitur : quodcunque 
enim differentiale aliud conflans affumatur , poft iftas fubflitutio- 
nes perpetuo eadem formula emergere debet. Interim tamen , 
ob methodum infia adhibendam, neccflc erit differentiale dx 
tanquam conflans affumcrc. 


COROL. 
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AD CURVAS iNVVNIEtiDAA APPLICATA. 9 

Cor. o x l . IIL . 


t 9. Ut autem facilius appareat, quomodo per hasfubftitu- 
tiones differentialia cujufque gradus ipfius/ evanefcant; juvabk 
fequentem Tabellam adjecifle. 

d 1 = f ix 

; ddy —dpdx =qdx % 
d' j — dtjdx' — rdx* 
d*y = drdx ’ ■= sdx * 
d' y = dsdx* = idx ( 

&c. &c. &C. 

• ' 

C O R O L L- IV. 


20. Quod fi etiam arcus curva? abfciffjr * refpondens , cum 
fuis diflerenrialibus cujufcunque gradus occurrat ; ea omnia per 
iflas litteras ita exprimi poterunt , ut nulla alia differentialia pr*- 
tcr dx adfint. Pofuo enim arcu = » erit. 

. ' ’ * „ i . 1 » \ v . 


v =/V (dx' +dy' ) =fdx y/ ( I 
dv = dxy/(l+J>J>) 


ddw 

d*» 



vO+fp) 


+ 


wdx' 

(1 +tt) y% 


&c. 



C O R O L L. V. 

‘A - « * * - 

it. Simili modo, ex his radius ofculi feu curvedinjs curvr, 
in quovis loco , per quantitates fpecic faltein finitas poterit ex- 
primi. Cum enim, polito elemento dx conflante, fit longitu- 
do radii ofculi = — j-vj-i fiet ca = LLlhttI 

dxddy q 


EULER 
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C 0 R O X L. V L 

ii. Porro ex iifdem fubftitutionibus erit , ut lequitur. 

• - • ' . , j : 

Subtangens = 

Subnormalis = ' |r -^ 

Tangens = ■? j 

6 , P 

Normalis — JV^(i+//) 

Atque , pari modo , omnes quantitates finitar ad curvam perti- 
nentes, nifi integralia involvant, per hujufmodi quantitates fi- 
nitas ita cxpriny poterunt , ut nulla dirterentialia amplius incf- 
k videantur. . . 


Definitio IV. 

a J . Mdximi mmimrvc FormuU , pro quovis Problemate, no- 
bis erit ea quantitas, quae in curva qualita maximum mini- 
mumve valorem obtinere debet. 

C o r o L i.* L 

34. Quoniam in omnibus Problematibus ad quar ha?c Metho- 
dus eft accommodata , curva quaritur qus , vel inter omnes , vel 
tantum inter innumeras curvas certo modo determinatas, ma- 
ximi minitnive proprietate gaudeat ; hac ipla proprietas , qu* 
in curva quaefira maxima vel minima cfle debet, erit quantitas; 
eaque exprimetur Formula, quam maximi minimive Fotmulam hic 
appellamus. 


C o- 
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C O R O L L, II. 

2j. Cum autem maximi mirvmive proprietas ita proponi de- 
beat , ut ad datam ac determinatam abfeiflam referatur i For- 
mula maximi minimive quoque ad illam definitam abiciflam de- 
bet referri. 

C O R O L L. III. 

a 6. Erit igitur maximi minimive Formula, quantitas variabi- 
lis a longitudine abfcilfa: cujufcunque cui refpondct pendens. At- 
que in quovis Problemate quarretur curva, pro qua, ad defi- 
nitam abfcillam, illa maximi minimive Formula maximum inini- 
mumve obtineat valorcm. 

C O R O L L. IV. 

27. Neque vero maximi minimive Formula a fola abfcilla 
pendere poteft : hoc enim fi eflet, pro omnibus curvis eidem abfeif- 
fa; refpondcntibus eundem obtineret valorem , atque idcirco 
omnes xqualiter fatisfacerent. 

C o R o L L. V. 

28. Hanc ob rem quoque maximi minimive Formula , prarter 
abfi illam omnibus curvis qux in conliderarioncm veniunt com- 
munem , a qualibet curva peculiariter debet perdere j ita ut una 
fit, pro qua maximum minimumve valorem induere queat. 

S C H O L I 0 N L 

19. Quo hxc omnia clarius intelligantur , atque flatus Quxfi. 
tiomim in fcquenti pertradtar.darum melius comptchcndatur ; 
ponamus, vel inter omnes omnino curvas, vel tantum inter in- 
numerabiles certam quamdam proprietatem communem habentes, 
qux eidem abfciflx A Z relpondeant , eam determinari debere , 

B 2 pro 
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v pro qua valor formulx fV fit maximus vel minimus. Ponamus 
huic Quarftioni fatisfacere curvam a m z , ita ut , qu rcunque alia 
curva ad abfciflam definitam A Z referatur , valor formulx IV 
vel fiat minor quam pro hac curva, vel major : prout in curva 
latisfaciente , IV vel maximum efle debet vel minimum. In 
hac igitur quxftione lariffime patente , habemus primo abfciflam 
determinati longitudinis A Z : deinde curva eft quaerenda, 

vel inter omnes ommino curvas ad eandem hanc abfciflam re- 
latas, vel tantum inter innumerabiles quibus una pluicfve pro- 
prietates fint communes, prout' quxftio ad methodum maxi- 
morum & minimorum vel abfolutam vel relativam efl accommo- 
data : tertio habemus eam quantitatem IV, cujus valor in 

curva quxfita amz maximus efle debet vel minimus; eritque 
igitur quantitas tV maximi minimive formula , ficur ea efl defi- 
nita. Nunc igitur ftatim apparet hanc formulam lV\ia efle de- 
bere comparatam , ut ad omnes curvas qux quidem concipi 
poflunt accommodari queat. Primo fcilicet a quantitate abf- 
ciflx definitx A Z debebit pendere ; ka ut ea mutetur , valore 
ipfius A Z mutaro. Deinde etiam a natura eujufvis curva» 
qux quidem concipi poteft peculiari modo debet pendere : nili 
enim ira effer comparara , pro omnibus curvis eundem valorem 
.fortirctur, quxftioque foret nulla. Quamobrem quantitas IV , 
prxter abfciflam , in fe quoque compledi debebit quantitates ad 
curvam ipfam pertinentes. Cum igitur omnis curva determine- 
tur per relationem inter abfciflam & applicaram , quantitas IV 
debet efle conflata cx abfeifla & applicata, & quantitatibus inde 
pendentibus. Hoc eft, fi abfeifli indefinita ponatur = *, & ap- 
plicata refpondens indefinita =y ; quantitas IV efle debet func- 
tio binarum variabilium x 8cy. Quod cum ita Iit, fi curva qux- 
cunquc determinara concioiarur , atque ex ejus natura relatio 
inter y & x in formula IV fubftituarur , ea definkrm impetrabit 
valorem ad datam illam curvam atque ejus definitam abfciflartv 
pertinentem. Quoniam jam , pro aliis atque aliis curvis , for- 
mula IV diverfos valores induit , ctiamfi in omnibus abfeifla 
eadem capiatur ; manifeftum. eft inter innumerabiles illas curvas 

unaim 
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AD CURVAS INVENIENDAS AP PLICATA, 13 

unam effc debere in qua vak>r formula? IV maximus fiat vel 
minimus ; atque ad hanc curvam pro data quacunque determi- 
nata quxftione inveniendam , Methodus tradenda eft compara- 
ta» 

C O R O L L. VI. 

30. Erit igitur maximi minmive formula PV, fun&io qux<fam 
binarum variabilium x & y: quarum altera x abfeiflam , altera y 
applicatam denotat. In IV inefle igitur poterunt , non folum 
ipiar variabiles x & y , fed etiam omnes quantitates ab iis pen- 
dentes, cujufmodi funt p, q, r, s, &c. quarum fignificationes 
fitpra tradidimus. Qninetiam formulae integrales ex his ortae 
quarcunquc inJW^inclTe pofiunt : imo etiam debent j fiquidem 
qua-ftio debeat cfie determinata , uti mox ofk-ndemus. 

C o R O L L. vir. 

31. Propofita igitur ejufmod? formula W, fcu fon&ione ip- 
finim^&j,li quxftioad methodum maximorum & minimorum 
abfolutam pertineat, ejufmodi arqnatio inter x & j defideratur, 
ut, fi in W valor ipfiusy per x determinatus fubftituatur, at- 
que ipfi x valor definitus tt : buatur; major prodeat quantitas 
pro JV , vel minor , quam fi ulla alia aquatio inter x& y aflum 
ta fuilfei. 


c o r o t l. vim 

31. Hoc ergo pa&o, quarftiones ad doltrin3m linearum curva- 
tum pertinentes ad Analylin puram re\ ccari pofliint. Atque vi- 
ciffim , fi hujus genens quaftio in Aralyli pura fir propofita, ca 
ad do&rinam de lineis curvis poterit rderri ac reiolvL 

SCHOL ION II. 


31 - Quanquam hujus generis qrafiiones ad puram Aralyfin 

B 3 redu- 
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reduci portum , tamen expedit eas cum doftrina linearum curva- 
rum conjungere. Q_tod ii enim animum a lineis curvis abdu- 
cere , atque ad folas quantitates abfolutas firmare velimus ; quarf- 
tiones primum ipfx aduiodum fierent abftrufx & inelegantes, 
ufufquc earum ac dignitas minus confpiccretur : Deinde etiam 
methodus refolvendi hujufmodi quatftiones , fi in (olis quantitati- 
bus abftra&is proponeretur , nimium foret abftrufa & molefta ; 
cum tamen eadem , per infpedtioncm figurarum & quantitatum re- 
prafentationem linearem , mirifice adjuvetur atque intelle&u fa- 
cilis reddatur. Hanc ob caufam , ctfi hujus generis quarftio- 
nes, cum ad quantitates abft.aflas , tum concretas applicari pof- 
funt, tamen eas ad lineas curvas commodifltme traducemus & re- 
fol vernus. Scilicet quoties arquatio ejufmodi inter x & j qux- 
ritur , ut formula quardam propofita & compofita ex x & j , fi 
ex illa arquationc quarfita valor ipfius j fubrogetur, &ipfi x de- 
terminatus valor tribuatur, maxima fiat vel minima: tum fem- 
per qua?ftionem transferemus ad inventionem lineae curvat , cu- 
jus abfeirta fit x, & applicata y , pro qua illa formula IV fiat 
maxima vel minima , fi ablcifla x datx magnitudinis capiatur. 
His igitur notatis , natura hujufmodi quarftionum fatis luculen- 
ter perfpicitur : niii forte cuiquam adhuc dubium creat ambigua 
locutio de maximo & minimo fimul. Verum ne hic quidem 
ullaadeft ambiguitas; nam ctfi methodus ipfa xque monrtrat ma- 
xima & minima , tamen in quovis cafu facile erit difeemere , u- 
trum folutio prxbeat maximum an minimum. Sxpe numero au- 
tem evenire poteft , ut in data quarftione tam maximum quam 
minimum locum obtineat , atque his cafibus folutio erit duplex, 
altera monftrante maximum , altera minimum. Plerumque au- 
tem alterutrum , fcilicet vel maximum vel minimum folet efle 
impoifibile i quod evenit, fi maximi minimive formula in infini- 
tum vel crefcere vel decrefcere poteft ; his enim cafibus , vcL 
non dabitur maximum , vel non minimum, Ulu venire etiam 
poteft, ut formula propofita IV in infinitum tam crefcere quam 
decrefcere queat , atque his cafibus nulla prorfus folutio locum 

habe- 
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habebit. Hxc aurem diferimina eunda ipfe calculus poft folu- 
tionem perpetuo monftrabit. 

Propositio I. Theorema. 

34. Ut fer maximi minimive formulam W \ curva determinetur 
a m z . <]** pra omnibus reliquis fatisfaciat , formula 'V debet ejfe 
quantitas integratis indefinita , qua , nift data ajfumatur relatio in- 
ter x. & y , integrari nequeat. 

DEMONSTRATIO. 

Ponamus enim formulam IV integralia indefinita non invol- 
vere; erit ea fundio quantitatum x & j , indeque pendentium 
/. q , r ,s . &c. vel algcbraica, vel talis rranfcendcns qux fine 
afTumta relatione inter x & y exhiberi polfit; quod evenit, fi 
vel logarithmi harum quantitatum, vel arcus circulares , vel 
alia: hujufmodi quantitates tranfeendentes definita? ingrediantur, 
qux algebranis atquivalentes funt cenfenda?. Quod fi jam IV 
ponatur fundio talis ipliuum x & y tantum, manifeltum eft \a- 
lorem formula: IV, quem pro data curva amz ad datam abfi- 
cillam A Z relata obtinet , tantum ab ultima applicata Z z 
pendere ; atque pro omnibus curvis in Z eandem applicatam 
Z z habentibus fore eundem ; atque adeo tali formula IV indo- 
les totius curvx non determinabitur, ted tantum politio extremi 
ejus pundi z ; fi in IV prxter x de y etiam quantitas p iniit , 
tum prxter longitudinem applicata: Zz politio tangentis curva: 
in z, fcu politio ultimi elementi in z determinabitur. Sin au- 
tem infuper q ingrediatur , tum politio binorum elementorum 
curvar contiguorum in z determinabitur, & ita porro. Ex qui- 
bus fcquitur, fi fuerii W 1 '' fundio determinata iplarum x, j, p„ 
q. r,& c. tum per illam tantum curva: poitionem infinite par- 
vam circa extremitatem z determinari : atque pro omnibuscur- 
vis in eandem extremitatem delinentibus eundem valorent ipfius 
W elfe proditurum. Ut itaque per formulam IV tota curva, 
amz, quatenus toti abfciflx AZ reipondet, definiatur, for- 

. muianoi 
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tnilam JV ita oportet efTe comparatam , ut ejus valor ad deter- 
minatam curvam a m z applicatus , a politione fingulorum elemen- 
torum hujus curvx intra terminos a & z (ttorum pendeat. Hoc 
autem evenire non poteft , nifi qirancttas IV iit formula integra- 
• lis indefinita , qux generarim fine affumta xqUatione inter x 
& 7 integrationem non admittat. Q. E. D. 

C O R O L L. I. 

3 y. Nifi igitur maximi minimive formula W fit quantitas in- 
tegralis indefinita , nequidem linea curva in qua valor iplius 
IV fit maximus vel minimus determinabitur ; atque adeo quxf- 
tio de invenienda curva , in qua dTct IV maximum vel mini- 
mum erit nulla. 

C O R O L L. II. 




3 6 . Ut igitur curva aflignari pofTit , in qua valor ipfius IV 
prx aliis fit maximus vel minimus, formula IV talem formam 
fzdx habere debet; atque quantitatem Z ita comparatam efle 
oportet ut differcnriale 2 d x , nifi xquatio ftatuatur inter x Sc 
j , integrari nequeat. 


S C H 0 L 1 0 N. 


37. Quoniam maximi minimive formula IV debet efTe inte- 
grale formulae differentialis indefinita: primi gradus ; hoc cfl cujus 
integrale fiat quantitas finita; ea formula differentialis femper 
ad hujufmodi formam Zdx poterit reduci , ope litterarum p, 7, 
r, &c. Et hanc ob rem in fcquentibus maximi minimive formu- 
la perpetuo per fZdx nobis indicabitur. Erit aurem 2 fondlio 
non folum quantitatum x & j , fed etiam continebit litteras p . 
tj , r , &c. Ita fi arca AazZ debeat efTe maxima vel mi- 
nima, formula W abibit in fjdx\ &, fi fuperficies lolidi ro- 
tundi quod generatur rotatione curvx amz circa axem AZ 
debeat efTe maxima vel minima, erit JY~f]dx Y( *+•//)» 

atque 
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atque ita porro quxcunque formula debeat in curva quxfita e (Te 
maxima vel minima, ea femper erit hujus forma? fZdx^ fcili- 
cet integrale quantitatis finit* cujufdam Z in differcntiale d x 
duCtx. Debet autem Z cjufmodi e fle quantitas, ut fi arquatio 
ftatuatur inter x & j , integrale fZdx determinatum obtineat 
valorem: ex quo Z erit funCtio quantitatum * , y, & inde pen- 
dentium f> , q , r, &c. vel algebraica five determinata, vel prx- 
tcrea ipfa in fc compleretur formulas intcgrales indeterminatas i 
quod diferimen probe eft tenendum. Ita fi maximi minimive 
formula Afuerit fydx , vel fydxij ( i •bpp') ; quantitas Zeric 
algebraica, at fi fit W=fy x dxfy dx , tum erit Z=yxfydx, 
hoc eft ipfa quantitas Z erit indeterminata, cujus valor nifi re- 
latio inter x 8 c y detur, exhiberi nequit. Quin etiam evenire 
poteft , ut valor ipfius Z hujufmodi formula evoluta exprimi 
nequeat, fcd tantum per xquationem diffcrcntialcm demum erui 
debeat, ut fi fuerit dZ ^=ydx + ZZdx ; ex qua xquationc 
valor ipfius Z per x & y nequidem exhiberi poteft. Hinc igi- 
tur tria nafcuntur genera formularum fZdx , qui in curvis qux- 
fitis maxima vel minima fieri debent. Quorum primum eas com- 
plectitur formulas , in quibus Z eft funCtio algebraica feu deter- 
minata ipfarum x, y, & p , q , r , &c. Ad fecundum genus refe- 
rimus eas formulas , in quibus quantitas Z ipfa infuper formu- 
las integrales involvit. In tertio autem genere continentur eat 
formulx , in quibus valor ipfius Z per xquationem differentia- 
lem cujus integratio non conflat determinatur. 

Propositio II. Theorema. 

38. Si fuerit a m z curva , in qua valor formula fZ d x fit ma 
ximus vel minimus , atque Z fit functio algebraica feu determina- 
ta ipfarum x. y, p, q , r, &c. tum ejufdem curva quacunque 
portio m n eadem gaudebit prorogativa , ut pro ea ad fuam abfeifam 
M N relata , valor ipfius f Z d x fit pariter maximus vel num- 
mus. 

9* 
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DEMONSTRA T I O. 

Valor formula? fZdx pro abfcifla A Z eft aggregatum om- 
nium valorum ejufdem formulae , qui lingulis nblcillk' A Z por- 
tionibus refpondenr. Quod li ergo abfcilla A Z in parter quot- 
cunque, quarum una lit MN, divifa concipiatur, atque ad 
lingulas partes hafce valor formula? fZdx exhibeatur > fumma 
omnium horum valorum praebebit valorem formula? fZdx , 
qui toti abfeiflae AZ convenit i & qui erit maximus vel mini- 
mus. Quoniam autem Z ponitur fun&io algcbraica ipfarum 
x, Ji Pi & c - valor formula? fZdx refpondens abfcilfa? portio- 
ni MN,a fola portionis curvi rcfpondentis m n indole pende- 
bit , idemque manebit , utcunque reliqui partes a m & n z va- 
rientur ; lingularum enim litterarum x , j,p, q , &c. valores per 
folam curvi portionem mn determinantur. Si ergo formuli 
fZdx valores, qui conveniunt abfcilfi portionibus AM,MN, 
NZ, ponantur P, quantitates hi P, Q_, & R, a fc 

mutuo non pendebunt. Quare cum earum aggregatum P+Q^ 
-f- R lit maximum vel minimum , etiam unaquaque maximi mi- 
nimi ve proprietate pridita lit necelfe eft, Hanc ob rem,li in 
curva amz formula fZdx maximum minimumve habeat valo- 
rem, & quantitas Z lit fiin&io algcbraica ipfarum x,j,p,q, &c. 
tum etiam , pro qualibet illius curvi portione , eadem formuli 
fZdx maximi minimive proprietate gaudebit, Q±E. D. 

C O R O L L. I. 

39. Quod (i ergo curva fuerit inventa amz, qui pro abfcif- 
fa data A Z, habeat valorem formuli fZdx maximum vel mi- 
nimum , atque Z lit funftio algebraica feu determinata , tum 
etiam cjufdem curvi quilibet portio , refpc&u abfcifth? fui ref- 
pondentis, eadem maximi minimive proprietate gaudebit. 


C o- 
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C O R O L L. II. 

40. In hujufmodi igitur Problematibus , ubi tale maximum mi- 
nimumve quaeritur , non opus eft quantitatem abfcifli, cui ma- 
ximum mlnimumve rcfpondeat, definire; fcd fi, pro una quacun- 
que abfcifla , formula fzdx fit maximum vel minimum , tum ea- 
dem pro quacunque alia abfcifla eadem proprietate gaudebit. 

C O R O L L. III. 

41. Hujufmodi igitur Problemata refolventur, fi fingulae cu&- 
vi quifiti particula* ita determinentur , ut pro iis valor formu- 
la* fzdx fiat maximus vel minimus. Tum enim fimul tota 
curva, & quacunque ejus portio , pariter eadem maximi minimi- 
V.e proprietate erit inftruifta. 

SCHOLION. 

42. Proprietas hic, qua gaudent curva* in quibus iftius mo- 
di formulae fzdx , ubi Z cft fiinftio algebraica feu determinata 
ipfa um x , y , p> q, &c. funt maximum vel minimum, eft ma- 
ximi momenti ; ea enim innititur univcrfa methodus hujuS gene- 
ris Problemata relolvendi. Ideo autem potiffimum hanc Propo- 
fitioncm afferre vifum eft , ne ea proprietas , quae his tantum 
formulis f Zdx, ubi Z cft functio vel algebraica vel determina- 
ta , cft propria , omnium omnino formularum qux* proponi pof- 
funt communis efle putetur : in fcquente enim Propofitione 
demonftrabimus, fi in Z infint formula: integralcs; tum eandem 
proprietatem non amplius locum habere : ex quo fimul natura 
hujufmodi quxftionum clarius intelligetur. Hujus autem prx- 
fentis Propofitionis demonftratio cx eo petita cft fundamento, 
quod valor formula: f Z d x , fiquidem Z cft fiiniftio vel alge- 
braica vel determinata ipfarum x, y, p, q, r, Scc. qui conve- 
nit cuicunque abfcifla* portioni M N, a fola curvi portione ref- 
pondentemn pendeat, neque a reliqua curva, vel anteriore am, 
vel pofteriorc nz afficiatur : qui ratio ceflat, fi in Zinfi&t for- 
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mul* integrales indeterminati. Valores enim quantitatum x, j, 
f , q^r , &c. qui pro arcu curvat m n obtinent , tantum a politione 
elementorum hujus arcus m n , atque elementis aliquot conti- 
guis quae arcum finitae quantitatis non conftituunt pendent ; ex 
quo etiam quantitas ex iis litteris utcunque compofita per folam 
arcus mn indolem determinabitur , nHi adfuerint quantitates in- 
tegrales, cujufmodi funt fydx v quae totam arcam anteriorem- 
A a m M introduceret , \c\fdxy/ (i+/;), qui torum arcum 
priccdcntem am involveret. Hinc igitur diftin&ius intelligi- 
tur, quid per fim&ion em determinatam ipfarum x, j, p, q , r, 
&c. denotare velimus : Funftio fcilicet determinata ita cft com- 
parata, ut, pro quovis loco, a prifentibus valoribus litterarum 
x,y, p, q , &c. tantum pendeat , neque valores earum ante- 
riores in fc compledtatur. Functio autem indeterminata eft ta- 
lis, cujus valorin quovis loco, non ex folis valoribus quos hz 
littera: x, y, p, q , &c. in ifto loco obtinent determinari poteft, 
fed infuper omnes valores ad fui determinationem requirit , 
quos ifti littcrz in omnibus locis anterioribus obtinuerunt. Ita 
patet, omnes functiones alcebrateas cfle fimul determinatas ; prz- 
tcrca vero etiam omnes fundiones tranfeendentes , qui a rela- 
tione inter x & y non pendent funt determinati , cujufmodi 

funt , / y/ (jex +yy ) , e f \ ACin. — ; quarum valores in quovis 

loco ex valoribus litterarum , quos in hoc folo loco obtinent , 
nflignari poffunt. Quando autem in fiin&ione quapiam infunt 
formuli integrales indeterminati , qui a mutua relatione inter 
x &y, quam ubique tenent , pendent , tum earum valor,indato 
loco, non ex valoribus , quos hi littcri in ifto loco habent, 
cognofci poteft, fed infuper omnes valores in locis quibufque 
anterioribus nofTe oportet, hoc cft generalem relationem inter 
coordinatas x & y : talefque fundiones vocamus indeterminatas ; 
quippe qui toto coelo diverfi funt ab iis , quas determinatas 
appellavimus. 


Pro- 
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Propositio III. Theorema. 

43. Si fuerit amz curva abfcifa A Z refpondens , in qua fZdx 
fit maximum vel minimum , in Z autem contineantur formula in- 
tegrales indeterminata ; tum eadem maximi minimive proprietas non 
cadit in quamlibet curva portionem , fed toti tantum curva abfcijfa 
A Z refpondenti propria erit s 

Demonstratio: 

Concipiatur tota curva amz, pro qua fZdx cft maximum’ 
vel minimum , in duas parres quafquc divifa per applicatam 1 
Mm; fitquc formula; fZdx valor conveniens portioni- am = 
P , ejufdcm autem formular valor pro altera portione m z fit 
=3 Qj pro rota igitur curva amz valor formula; fZdx erit 
= P -f-Q, quem ponimus efle maximum vel minimum. Quo 
autem omnem ambiguitatem tollamus , fotamque rem diftinc- 
tius proponere que-amus ; ponamus P-+- f^efle maximum : quod 
enim de maximo demonftrabitur, idem de minimo facile intel- 
ligetur. Quod fi jam valor ipfius Q a valore ipfius P non pen- 
deret , tum aggregatum P-f-Q maximum efie non poiTet, nili 
fimul uterque valor P & Q feorfim fit maximus. Ar nofiro - 
cafu , quo quantitas Z in fe continet formulas integrales indeter- 
minatas , valor ipfius Q_non tantum a curva: portione mz ad 
quam refertur pendebit, fed fimul a tota curva' anteriore am; 
atque adeo a valore ipfius P. Nunc dicimus, ad id ut P-f- Q 
fit maximum, non requiri , ut valor ipfius P fit maximus. Po- 
namus enim portionem curva; a m ita clTe comparatam , ut pro 
ea P fit maximum ,• & aliquantillum 1 mutari’ concipiatur portio’ 
curvae am, ita ut valor formulae fzdx minor evadat, puta = P 
— p : fieri utique poterit ut ex hac mutatione valor ipfius Qcrcfcar, 
quod incrementum ponatur fieritque, mutata aliquantillum por- 
tione am, ita ut pro ea fzdx non amplius fit maximutn , va- 
lor formulae f Z dx pro rota curva a m z = P — p Qj+- q. 
Cum igitur evenire queat ut fit ?>/>> intclligitur formu 1 - 
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lam fzdx pro tota curva amz maximam efie pofie, etiamfi 
maxima non fit pro qualibet portione am. Q^E. D. 

Coro l l. I. 

44. Quando ergo curva fuerit inventa, qui, pro dataabfcif- 
fa A Z, habeat valorem formuli fzdx maximum vel minimum, 
& Z fit fun&io indeterminata ; tum non fcquitur quamlibet cur- 
va: inventi portionem eadem maxiuii minimive proprietate fo- 
re priditam. 

C O R O L L. II. 

45V In refolutionc igitur hujufmodi Problematum , in quibus 
curva quiritur, qui pro data abfeifia AZ habeat fzdx ma- 
ximum vel minimum, perpetuo ad totius abfeifii propofiti 
quantitatem erit refpiciendum , atque maximum vel minimum 
ad eam tantum , non vero ad ejus quamlibet portionem , accom- 
modari debebit. 

C O R O L L. III. 

4 6. Maximum igitur hinc patet diferimen , quod inter formu- 
las fzdx , in quibus Z funftio eft determinata vel indetermina- 
ta, intercedit ; fimulque autem Methodorum diverlitas intelligi- 
tur , quibus ad refolutiones quiftionum , in quibus hujufmodi 
formularum maximi minimive valores requiruntur, uti opor- 
tebit. 


S C H O L I 0 N. 

47. Ex demonftratione hujus Propofitionis non quidem ne- 
celfario fequitur , fi pro data abfeifia A Z curva habeat formu- 
lam fzdx maximam vel minimam, tum fingulas ejus portiones 
eadem hac prirogativa gaudere ; verumtamen fatis intelligitur , 
quoties eadem proprietas in fingulas portiones competat, id ca- 
ti fu 
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fu evenire. Hincque nihilominus fumme nccdfarium cft ,. fo- 
lutioncm perpetuo ad totam propofitam abfeiflam accommodare. 
Interim tamen , in Problematibus ad methodum relativam perti- 
nentibus evenire poteft, ut formulas fzdx, in quibus Z fit func- 
tio indeterminata , quafi determinata efiet tradtare licear. Hoc 
fcilicet accidit, fi inter omnes tantum curvas in quibus for- 
mula: ilis integrales indeterminata? qua: in Z infunt aequales 
obtinent valores , ea defiderctur, in qua fzdx fit maximum 
vel minimum : hoc enim calu formula? illae integrales indeter- 
minata: fieri cenfendi* funt determinata:. Ira fi, inter omnes 
curvas ejufdetn longitudinis, determinanda fit ea in qua fit 
fzdx maximum vel minimum, atque in Z pratter quantitate* 
determinatas , in fit arcus curva? fidx\J ( i +/>/>) : hic, quia in 
omnibus curvis ex quibus quaditam definire oportet , eundem 
obtinet valorem , infiar fundionis determinata? tradari poterit :• 

Hxc autem eunda in lequentibus clarius explicabuntur. 

HYPOTftESfS iTv 

48. St curva abfeifia A Z tn elementa tnnumtralilta infinite Fig. *. 
parva (jr inter fe aqualia diffiecetur , cujufimodi fiunt I K , K L , 

L M , drc. atque portio quacunque A M vocetur x , cui refipondeat 
funclto quacunque variabilis F , eandem fiunflionem F , quatenus re- 
feretur ad puncta abfeifa vel fiequentia N , O , P , Q_ , &c. vet 
antecedentia L, K , I, &c. ita denotabimus , ut fit volor ijliusfiuno-- 
tioms qui pro puncto M ejl = F, ut Coquitur. ■ 

pro N 
pro O 
pro P 
pro Q. 



pro punitu abficijfia fequentibus' 
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' «4 


pro L = F, "1 
pro K = F» j 

pro I = F,,, 'f 

proH = F (i/ 

&<• J 


pro punlhs abfcijfa antecedcntibua . 


Atque hoc pallo , fine prolixa diffarcntiitltum fcnptione , volor func- 
tionis cujufcunquc variabilis , qui m quovis abfcijfa punito locum 
obtinet, commode indicabitur. 


C O R O L L. I. 

49. Cum igitur fun&ionis cujufque valor, in loco quocun- 
que , fit arqualis fuo valoiS in loco antecedente diftcrentiali fuo 
audtOj erit 


F = F +dF 
F ' =F +dF' 
F"=r+dF’ 
F u =.F"+dF" 
Scc. 


F =F, +dF, 
F, =F„ +dF a 

F/, = F„, + d F /y , 
F„. = F lu + dF il/ 
&c. 


C O R O L L. II. 


yo. Si cx fingulis abfcifix divifionibus applicata: ducantur,' 
atque ca quae abfeiflae AM = x jcfpondct , nempe Mm, po- 
natur = j , reliquae tam fequentes quam antecedentes , ita de- 
notabuntur 


Mm —j 

Mm =jr 

Nn =y 

L 1 —y, 

Oo =/ 

Kk =j, 

P P ==j" 

Ii =y„, 

Q_q =/ v 

Hh =y„ 

&c. 

&c. 
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C O R O L L. III. 

j i . Cum deinde valor Ipllus p fit = — - n ; erit 

J 

p=<-j-2 ; fequentes autem pariter ac antecedentes ipfius p 
valores ita fe habebunt: 


f 

t' 

/ 


— - / 9 

d X 




&c. 




— y„, 

d X 


&C. 


C O R O L L. IV. 


d p- P* • 

5 2 -Deinde, quia eft q = ’= — ^ ~ 

ex quo quantitatis q valores , cum fequentes tum antecedentes , 
ita fe habebunt : 


/ — a y + y 



f 

7' 

7» 


/ — 2/ 4-j» 

J x* . . 

/ — a ■?+'.?, 

dx x 

__ — a^+y/, 

&C. 


C O R O L L. V. 

53. Simili igitur modo per illa applicatarum figna poterunt 
Euleri dt Max. & Mia. D valo- 


* 
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valores quantitatum r , s , t , &c. ut has fupra afTumfimus, de- 
terminari , atque ex figura definiri. Erit fcilicct 

s _ 

J d x 4 

y 1 — tV v + xoy'"~ 107"+ t / — y 

* dx * 

&c. 


unde harum litterarum' valores tam praecedentes quam antece- 
dentes formari pofiunt. 

C O R O L L. vr. 


54. Quod fi autem formula /Zdx ad abfeiflam A M = x 
fuerit relata ; erit ejus valor fequenti abfeifla: elemento M N 
= dx refpondens = Zdx. Hineque fimili modo formula: fZdx 
valores fingulis abfeiflie elementis rcfpondcntcs denotabuntur ut 
fequitur : 

MN — Zdx pro MN = Zdx , 

NO = Zdx pro LM = Z t dx 

O P = Z'dx pro K L = Z„ dx 

pro PQ_ = Z”dx pro IK = 

dee. &c. 


pro 

pro 

pro 


Z„dx 


C O R O L L. VII. 


55.' Si ergo expreflio fZdx ad abfci/Tam curva: AM = * 
pertineat ; ejufdem expreflionis valor , qui conveniet abfcifiic 
propofita: AZ, erit =fZdx-\- Z d x -f- Z dx -f- Z 'dx -f- Z"dx 
-f- &c. in infinitum , donec perveniatur ad ultimum pundum Z. 

C O R O L L. VIII. 

j 6 . Si igitur curva inveniri debeat , qua: pro data abfeifia AZ 

valo- 
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valorem formular fZdx habeat maximum minimumve ; tum, 
pofita abfeifla quacunque indefinita A M = x , efficiendum cft 
ut ha:c expreffio fZ dx -f- Z dx Z' dx 4- Z' dx -f- Z "dx~i~ &c. 
ufque in Z fiat maxima vel minima. 

S C H 0 L l 0 N. 

57. Quanquam ha?c hypothefis tantum pro arbitrio eft fatta? 
tamen ifta figna maximam afferent utilitatem ad Problemata , 

S jua; ad hanc methodum maximorum & minimorum pertinent, 
uccin&e refolvenda. Plurimum enim valet in hujufmodi nego- 
tiis commoda fignorum elc&io , cjufque ope calculus non folum 
contrahi , fcd etiam multo facilior & expeditior reddi poteft. 
Prarftabit autem ifle fignand i modus longe alteri recepto, quo 
per differentialia valores fundfionum variabilium proxime fequen- 
tes exprimi folent ; eo quod in ipfa relolvendi methodo alius 
generis differentialia occurrent , quae cum naturalibus quantita- 
tum variabilium differentialibus facile confundi poffent, nifi, if- 
ta affumta lignandi methodo o naturalia differentialia notatione 
faltem tollerentur. 

Propositio IV. TheoRema. 

58 - St a m n o z fuerit curva ad abfctfam datam A Z relata , 
in qua formula fZdx maximum minimumve obtineat valorem ; at- 
que alta concipiatur curva aimoz ab ijla infinite parum dtfere- 
pttns , tum valor formula f Z d x pro utraque curva erit idem. 

DEMONSTRATIO. 

Quando in Analyfi formula quarpiam variabilis fit maxima 
tum primo crefcendo continuo magis ad maximum valorem ac- 
cedit , deinde vero cum hunc attigit , iterum decrefcendo ab eo 
recedit. Ifte autem acceffns ad maximum valorem atque rccef- 
fus ab eodem ita fit , ut dum quantitas proxime ad maximum 
valorem verfatur, tum ejus incrementa ac decrementa momcnra- 

D 1 nea 
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nea evanefcant; hocque idem dc minimo efl intclligendum. 
Dantur quidem etiam ejufmodi maxima & minima , circa quae 
incrementa & decrementa fint infinite magna ; verum hujus ge- 
reris maxima & minima in prxfenti inftituto raro locum inve- 
niunt, & fi inveniunt, facile erit ea determinare. Sufficiat igitur 
notaffe circa maximum & minimum mutationes momentaneas 
non dari pofTe finitas. Quod fi ergo in curva a m n o z expref- 
fio fzd x maximum minirnumve habeat valorem j pro alia cur- 
va ejufdcm expreffionis valor eo magis a maximo minimove re- 
cedet, quo magis hxc alia curva ab illa difereper. Sin aurem alia 
curva infinite parum differat ab illa fatisfacienre, tum , pro utra- 
que, formula fzdx eundem obtinebit valorem. Hujufmodi 
autem curvam minime difcrqiantcm concipiemus, fi arcum tan- 
tum infinite parvum m n o infinite parum variari , ejufque loco 
arcum m »o fubftitui ponamOs. Quamobrcm ex curva az, pro’ 
qua fzdx maximum cft vel minimum, portionem infinite par- 
vam rnno exfeindi, ejufque loco aliam m»o infinite parum ab 
illa diferepantem inferi intelligamus ; tum valor formula? f zdx 
qui convenit curva? a m n o z a?qualis erit valori , qui convenit 
curvxamnoz. E. D . 

C o R O L t. t 

j p. Quoniam mutatio debet poni quamminlma ; non fuffi- 
ciet arcum m n o , qui immutari ponitur , accipere infinite par- 
vum, fed etiam deviatio n», pra: arcus longitudine mno , de- 
bet effe infinite parva. 

C O R O L L. II. 

60. Pofira igitur tali mutatione in curva, mutatio inde etiam 
!n valore fbrmula?yz^x orietur; qua? autem per demonftra- 
tionem erit evanefeens. Atque hoc modo ex tali affi mta mutatio- 
ne orietur aquatio , qux fimul curva quxfitx .naturam prxbc- 
bit. 


SCHO. 
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S C H O L 1 O N. 

61. In hac Propofitione continetur univcrfa methodus rc- 
folvendi Problemata, quibus curva defidcratur in qua valor for- 
mula? cujufdam indeterminatae u xfzdx lit maximus vel mini- 
mus. Scmper enim concipitur portio curva? infinite parva , uti 
mno, aliquantillum variari in m»o, atque tum quxritur dif- 
ferentia valorum quos formula fzdx. cum pro curva vera 
amnoz, tum pro fida' ameoz, fortitur , eaque differentia* 
nihilo xqualis pofita dat naturam curva? quxfitar. Mutatio au- 
tem iflain loco indefinito fieri debet, ut ad totam curvam per- 
tineat , atque ad fingula loca pateat. Poteft. autem ifta muta- 
tio utcunque inflitui , dummodo fit infinite parva, atque vel ad 
duo vel plura curva? elementa extendi i femper enim eadem re- 
fultarc debet xquatio finalis. Interim tamen calculi commodi- 
tas poftulat , ut mutatio in tam paucis elementis inftituatur , 
qua; fufficiar ad folutionem abfolvendairt- Ita fi, inter omnes 
omnino curvas eidem abfcilfe rcfpondentes , ea determinari de- 
beat , in qua fit fZdx maximum vel minimum; tum fufficict 
bina tantum curva; elementa mutata concipere. At fi non in- 
ter omnes curvas , fed eas tantum qua? unam plurefve expref- 
fiones communes habeant, ea definiri debeat in qua quarpiarff 
quantitas fit maxima vel minima ; tum mutationem noh quam- 
cunque nuo accipere licet , fed talem flatui oportet, ut illa: 
proprietates omnibus curvis communes conferventur. His igi- 
tur cafibus , duo elementa, non fufficicnt , fed plura accipi de- 
bebunt , ut omnibus conditionibus fatisfieri queat. 

Definitio V 

61. Valor Differentiatis data? maximi minimive formulx ref- 
pondens eft differentia inter valores, quos ha?c formula, cum 
in ipfa curva quxfita , tum in eadem infinite parum immutata , 
•btinct. 
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C O R O L L. I. 

$3. In curva igitur, pro qua data formula, puta fZdx. 
maximum minimumve cfle debet, hujus formula? valor diffcren- 
tialis rcfpondens" cvanefcet. Atque hanc ob rem fi valor diflfe- 
rentialis nihilo xqualis ponatur ; habebitur a?quatio , qua curva: 
quxfitx natura exprimetur. 

C O R O L 'L. II. 

64. Ex invento igitur valere diffcrentiali, qui propofira? maximi 
minimive formula? refpondeat, ftatim habebitur aquatio ex- 
primens naturam ejus curva? , in qua formula illa propofita ma- 
ximum minimumve habeat valorem. 

.C O R O 'L L. III. 

tfj. Totum igitur negotium ad curvas inveniendas, qua? 
maximi minimive proprietate gaudeant , eo eft rcdu&um , ut 
pro quaque maximi minimive formula ejus conveniens valor dif- 
fcrentialis invefiigetur. 

SCH0L10N. 

66 . Cum igitur in genere tradita fit idea non folum natu- 
ra? quxftionum , quibus curva* maximi minimive proprietate prae- 
dita? quaeruntur, fcd etiam methodi, qua ad eas refolvendas uti 
oporteat , ad ipfam traitationem progrediemur. Ac primo qui- 
dem Methodum abfolutam , qua curva? quxruntur qux inter 
omnes omnino curvas ad eandem abfeiflam relatas maximi mi- 
nimive proprietate quapiam fint praedita:, trademus. Deinde 
pergemus ad Methodum maximorum ac minimorum relativam, 
ad quam tales pertinent quxftioncs , qux non inter omnes cur- 
vas datx abfciflx refpondcntcs, fed eas tantum qux data qua- 
dam communi proprietate una pluribufvc gaudent, eam determina- 
ri jubent, cui maximi minimive prxrogativa quxpiam convc- 
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niat. In has autem tra&ationes natura formulae fZdx, quae 
maximum minimumve efTe debet , ingens diferimen infert , pro- 
ut Z fuerit funftio vel determinata vel indeterminata; quemad- 
modum jam obfervavimus. 


CAPUT II. 

De Methodo maximorum ac minimorum ad lineas cur- 
•vas iirveniendas abfoluta. 

Propositio I. Problema. 

I. Pf w curva quacunque amz una applicata quavis Nn au- 4< 
»3 geatur particula infinite parva n » ; invenire incrementa vel 
decrementa , qua fingulx quantitates determinata ad curvam pertinentes 
hinc accipient. 

SOLUTIO'. 

Quantitates determinata: ad curvam propofitam pertinentes 
funt, praeter abfeiflam quae non afficitur, hae y, />, q, r, s, 

&c. cum fuis derivatis valoribus , quos in locis vel fequentibus 
vel antecedentibus fortiuntur. Quod ii nunc ponamus A M=x, 

& Mm=jr, erit Nn=y, hujufquc valor per translationem 
puntti n in v augebitur particula n r , reliquae autem applicatae 
/' > y" » Z 7 > &c. pariter ac praecedentes y , , j „ , y „, , j ISJ &c. 
non afficientur. Cum igitur fola applicata y crefcat particula n 
ex Cap. praec. §. §. j i & fcqq. colligetur quantum incrementum 
reliqui quantitates omnes capiant ex incremento folius applica- 
tae y. Omnes fcilicct quantitates quarum valor pendet ab y' ,, 
mutationem fubibunt, reliqui vero , quae ab y' non pendent, 

manebunt invariatae. Ita cum fit p hic quantitas p 

crefcct particula j-i at cum fit p' hic quantitas 

t /d c- . 
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p' dccrefcct particula ^ . Similique modo reliquarum quanti- 
tatum incrementa vel decrementa reperientur, delendo in ea- 
rum valoribus fupra exhibitis omnes valores ipfius y , prxter 
hunc/, hujufque loco feribendo n». Hoc modo omnium quan- 
titatum determinatarum , qua? quidem mutationem patiuntur , 
incrementa in fcquenti Tabella congeflimus 


Quant. 

Increm. 

Quxnt. 

Increm, 

9 

y 

4- »v 

s„ 

-f- — 
^ dx* 

f 

^ dx 

Sk 

4» r 
dx r 

/ 

n v 
dx 

s, 

. 6n> 
+ dx 4 

y. 

. »» i 

t 

4»» 

dx* 

y 

tn r 

Ib? 

9 

S 


/ 

y 

+ — 
^ dx 1 

t t\i 


r. 

+ dx ' 

t„. 

f 

“ «ix 1 ' 

r, 

3»» 

dx 1 

t» 

, IO»ir 
+ Jx 5 

r 

3 «r 

+ dx ' 

t, 

IOhk 

dx* 

9 

r 

« ► 
dx 1 

t 

. f«r 
</%•' 

. 


t' 

_ iLL 

J 


Atque ex hac Tabella etiam ulteriorum quantitatum, fi qu* 
occurrunt, incrementa vel decrementa facile cognofci poterunt. 
Q E. I 


C o- 
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C O R O L L. I. 

5. Cognitis igitur incrementis harum quantitatum primaria- 
rum ad curvam pertinentium , inde omnium quantitatum ex iis 
compofitarum incrementa, qua? oriuntur ex audia applicata^', de- 
terminari poterunt , fi ratio compofitionis fpedtetur. 

C O R O L L. II. 

3. Harum fcilicet quantitatum incrementa exhibita, confidera- 
ri poterunt tanquam earum diffcrentialia. Atque fi propofita 
fuerit quantitas quarcunquc ex illis compofita , ejus conve- 
niens incrementum ex tranflatione pun&i n in » ortum invenie- 
tur , differentiando illam quantitatem , & loco differcntialium 
fingularum quantitatum, feribendo ea incrementa, quas his quan- 
titatibus funt adferipta. 

COROLL. III. 


4. Si igitur habeatur harc fundlio yWC 1 +//>) , cujus incre- 
mentum , quod ex tranflatione pundti n in r oritur fit determi- 
nandum ; ea fiindtio primum differentictur ; unde prodibit dyW(i 

+ fp') + ' ^icque loco dy' & df feribantur incre- 


menta quantitatibus y & p convenientia, nempe -f- »r &-fi- js 
critque fbndionis propofitae incrementum = 4-»»'» 

+ dx^i+pt) 

C O R O L L. IV. 


5. Expedite igitur per differentiationem fundlionis cujufcunque..' 
incrementum , quod ex incremento n , applicata? y oritur , af- 
fignari poteft i id quod ex infpedtionc figuras difficulter & mini- 
me generaliter fieri poteft. 

Euleri de Max. & Mi». £ 


$ CHO. 


3+ DE MET HO DO MAX.' ET M 1 N. 

S C H O L I 0 N. 

E- Probe notandum eft hunc modum incrementa fun&ionum 
fb'i quantitatum ex x,y , q, &c. harumque derivatis j\y*, 
f’ ,/>" , &c. datarum incrementa inveniendi , tantum ad funftiones 
determinatas patere, minime vero ad indeterminatas extendi pof- 
fe. Qjod fi enim fiindio propofita fuerit indeterminata , fcu 
formula integralis indefinita, integrationem neque algebraicc ne- 
que rranfcendcnter admittens , tum differentiatione nihil confe- 
quimur ad ejus incrementum inveniendum. In fequentibus au- 
tem, ubi ejufmodi maximi minimive formulas fZdx fumus con- 
templaturi , in quibus Z fit funftio talis indeterminata , in hu- 
jufmodi fun&ionum incrementa fumus inquifituri. Sin autem 
Z fuerit fun&io determinata, propofiti Problematis folutio fuffice- 
rc potefi: ad folutiones Problematum huc pertinentium abfol- 
vendas* 


Propositio II. Problema. 

•j. St fuertt Z functi» determinatu i f furum x dr y tantum, in- 
venire curvum az, in qua vulor formula fZdx fu maximus vel 
minimus. 


SOLUTIO. 

Concipiatur abfeifla A Z , cui maximum minimumvc formulae 
fZdx rcfpondcre debet, divifain innumerabilia elementa aqua- 
lia, lingula per^x denotanda; pofitaque abfeilfa indefinita AM 
=x, & applicata Mm — y, ex formula fZdx elemento M N 
refpondebit Zdx-, atque fecundum receptum notandi modum , 
elemento fcqucnti NO refpondebit Z' dx , & fequentibus cle- 
mentis OP, P Q_&c. rcfpondebunt valores Z"d x , z!"dx , &c. 
antecedentibus vero elementis LM,KL, IK, refpondebunr 
7.,dx\ Z„dx\ Z,„dxy &c. Quare fi curva az fit ea ipla ^quar 
quaeritur, debebit elfe Zdx -f- Z' dx^-Zl'dx-^r &c.^una|cum 
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Z,dx-\- Z„dx t 4- Z, n dx 4- Scc. maximum vel minimum. Quod 
fi igitur una applicata N n augeatur particula n» , illa cx- 
preffio eundem valorem retinere , atque adeo valor differen- 
tialis formula: fzdx , feu fumma: terminorum Zdx-\-Z ' dx-{- 
Z' dx + Z"dx -f- &c. una cum Z, d x 4- dx 4- Z, n dx 4 - &c. 

cvanefcere debet. ^Singulorum igitur horum terminorum valo- 
res differentiales , qui oriuntur ex tranfiatione pun&i n in r , in- 
veftigari debebunt ; eorumque aggregatum erit valor differcn- 
tialis formula: fZdx rcfpondens, qui pofitus =0 arquationem 
pro curva quadita prarbebit. Quoniam autem Z ponitur func- 
tio determinata ipfarum x & y ; habebit ipfius differentiale d Z 
hujufmodi formam M dx 4- N dj ; ita ut fit d Z = Mdx 4 - 
Ndy. Valorum igitur derivatorum ipiius Z differcntialia ita Oc 
habebunt. 


dZ 1 —M“Ax 4- Ndy' 
dZ" = M“dx 4- N*J/ 
&C. 


dZ,—M,dx 4- N,dy, 
dZ t — M„dx + N /I dy t 
&C. 


Cum nunc valores differentiales terminorum Zdx , Z' dx^ Z"dx i 
&c. itemque ipforum Z,dx , Z n dx , &c. inveniantur, fi hi ter- 
mini differentientur, atque loco dy' in differentialibus feribatur 
n » , loco omnium reliquorum differcntialium vero o ; manitef- 
tum eft folum terminum z' d x habiturum efle valorem diffe- 
rentialem, quoniam in ejus folius diffcrentiali occurrit*//. Scrip- 
to itaque »y loco dy' , erit termini Z'dx valor differentialis 
= N'dx. qui limul erit valor differentialis .totius formulae 
fzdx\ quia reliqui termini priter Z dx nullam variationem 
patiuntur. Loco N' autem ponere poterimus N , quia eft N 1 
= AT4 -dN, & dN pra: N evanefeit. Pro curva igitur qua:- 
fita , in qua fit fzdx maximum vel minimum , ifta habetur 
xquatio Ndx. »,= o feu N=o ; exiftente dZ = Mdx 
+ Ndy. Q^E.f. 
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-\ COROIL. I. 

9 

8. Si Igitur 'curva debeat definiri, in qua fit fZdx maxi- 
mum vel minimum , atque 2 fit fundio determinata ipfarum x 
& y tantum ; tum quantitatem 2 differentiari oportet ; quod cum 
habiturum fit hujusmodi formam </2= \fdx + Ndj , hinc 
formabitur xquatio pro curva quaefita , qua: erit N — o. 

C O R O L L. II. 

9. Cum ergo N fit fiimftio ipfarum x & y determinata , in 
zquatione pro curva N=o nulli inerit quantitas conflans , 
qux non fiiit in formula maximi minimive fZdx-, 8 c hanc ob 
rem curva inventa erit unica & pcrfc&e determinata. 

C O R O L L. III. 

10. In quxflionibus igitur fub hoc Problemate comprehen- 
fis , curva fatisfiicicns ex fola maximi minimive formula determi- 
natur ; neque licebit infuper punfta aliqua przfcribere , per quae 
curva quxfita tranfeat. 

C O R O L L. IV. 

n. Quod fi 2 foerit fun< 5 fio tantum ipfius x, ita ut y non in- 
volvat; erit tum/Z dx fondio determinata pariter ipfius.v tantum; 
eique adeo omnes curvae eidem abfciflx refpondentcs aeque fa- 
tisfacienr. Idem vero hoc monflrat calculus ; hoc enim cafu , 
quo in 2 non inefl jr , fiet 3 T=o; idcoque nulla prodit aequa- 
tio pro curva quxfita. 

C O R 0 L L. V. 

u. Statim etiam intelligi poteft, utrum detur linea curva 
in qua hujufmodi formula fZdx fit maximum vel minimum. Si 
enim ex differentiatione ipfius 2 k ejufmodi valor pro N reperla- 

tur £ 
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tur , ut per xquationem N=o nulla curva exprimatur ; tum 
etiam nulla curva extat in qua propoiita formula fzdx iit ma- 
ximum vel minimum. 

C O R O L L. VI. 

13. Denique etiam perfpicitur, hanc maximi minimive pro- 
prietatem non uni alicui determinata* abfciifa? efle adftriiftam ;■ 
fed fi curva pro una abfuifa reddat formulam fZdx maximum 
vel minimum , eandem pro quacunque alia abfeiffa , pariter ma- 
ximum minimuinve valorem efle habiturum. 

SCHOLION. I. 

14. Na&i ergo fumus methodum facilem, inter omnes curvas 
eidem abfcifiic rcfpondentcs , eam determinaridi , in qua confti- 
tuat formula fzdx valorem maximum vel minimum, fiquidem 
2. eft funftio determinata ipfarum x & y tantum. Simul vero 
etiam patet curvam fatisfocientcm femper fore algebraicam , fi- 
quidem Z fuerit fundlio algebraica ipfarum x Si y. Curva: igi- 
tur hoc modo inventx i (la erit proprietas , ut ii ad eandem abf- 
ciflam alia quxeunque cOnftituatur linea curva , tum pro ea va- 
lor formulae fzdx certo vel minor vel major fit proditurus quam 
pro inventa j prout in inventa formula fZ dx vel fuerit maxi- 
ma vel minima. Cum autem adhuc dubium fit utrum in cur- 
va inventa valor formula? fZ dx futurus fit maximus an mini- 
mus ■, de eo in quovis cafu particulari facile fiet dijudicatio i in 
genera* autem nihil omnino decidi potefi. Interim hoc certum 
eft , fi unica prodit arquatio , tum tantum vel maximum vel mi- 
mum locum habere poffe; hoc cft, li curva inventa fit pro ma- 
ximo; tum minimum non dari, fcd valorem formula: fZdx ii> 
infinitum diminui pofTe. Pari modo, fi unica inventa fuerit 
curva, in eaque formula fZdx fit minima, tum valorem fZ d x 
in infinitum augeri poflc. Quod fi autem folutio «ullam prorfas 
prxbtat curvam fatisfocientcm, id indicio erit valorem formula: 

* E 3 fZdx 
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fzdx pro quacunque abfcilTa tam in infinitum crefccrc quam 
dccrcfccrc poflc. 

S C H 0 L I 0 N II. 


1 5. Ex eadem etiam folutione reperiri poterunt illar curvi 
maximi minimive proprietate praediti alterius generis fupra me- 
morati , ad quas non pervenitur per valores difFerentialc-s eva- 
nefeentes , fcd infinite magnos ; quod maximorum & minimo- 
rum genus ab illo maxime difcrepat. Reperientur autem ifti curvi, 

• fi valor differcntialis Ndx. n > non nikilo, fcd infinito aequalis 
ponatur. ■ Quoties igitur hrc iquatio 00 lineam aliquam 

• curvam fuggerit ; tum in ea pariter formula fZ d x maximum 
"■tti minimum obtinebit valorem : Hoc fcilicet eveniet, quando 
pro W prodit ffa&io , cujus denominator nihilo iqualis pofitus , 
probet iquationem pro aliqua linea curva. Hoc itaque pa&o 

• plurts curvi reperiri poffunt, qui eidem quiftioni fatisfacianti 
quarum alii maxima continebunt , alii minima. Fieri etiam po- 
teft , ut plures quam dui curvi Problemati fatisfacientes reperian- 
tur, etiamfi bini tantum oriri queant iquationes, fcilicet o 
& N = 00 . Si enim If fuerit quantitas pc fa<fforibus compofita ; 
tum quilibet fattor, vel nihilo vel infinito iqualis pofitus , dabit 
aquationem pro curva fatisfacicnte; confiat enim fipcnumero plura 
maxima pluraque minima locum habere pofle. Hic autem omnia 
clarius enodabuntur in fequentibus Exemplis in hoc Problemate 
contentis, i:-..''' 




Exemplum I. 


1 6. Invenire curvam , qua , wtcr omnes ommuo curvas eidem akf- 
tiffrfcjpondentcs , habeil 1 X Y d x maximum vel minimum ; deno- 
tante X functionem ipfius y , & Y ipfius y tantum. 

In hoc igitur cafu fiet Z = XT ; idcoque dZ = TdX ■+■ 
ZdX = Mdx+Ndj. - Enf*rgo£f= N=^ r - 


etj 


& 
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ob X ipfius x & Y ipfius y functionem. Pro curva igitur 

quxfita erit 2f= *AI- — 0 : quoniam autem Y cft fundio 

dy 

ipfius y j ponatur dY = © dy; erit ©pariter fundio ipfiuj 
y i idcoque pro curva quxfira , fi qua: fatisfacit , habetur hxc 
aquatio X&=o, idcoquc vel X=o, vel e = o; qua- 
rum cum neutra lineam curvam praebear , apparet huic quxftio» 
ni nullam omnino curvam fatisfacere , fed valorem propofitum 
fXYdx in infinitum cum augeri tum diminui pofle. Ex aqua- 
tione autem © = o, quia © cft fundio ipfius y , fequitur^ — 
Confi. qux xquatio prxbct lineam redam parallelam abfcifix 
A Z , cujus diftantia tanta eft , ut fiat fundio Y maxima vel 
minima. Patet enim , fi quantitas Y maximum minimumve va- 
lorem admittat, tum etiam formulam fX Ydx fieri maximum 
vel minimum. Altera autem xquatio ^f = o, quiaprxbet x = 
Con/l. nequidem lineam redam quxftioni fatisfacientem exhibet; 
quia prxbet lineam redam normalem ad abfeiflam , qux nroprerca 
non data? abfcifix cuipiam, fed tantum ejus uni pundorefpondebit. 

F X E M P t U M II . 

1 Invenire curvam , ejutt , inter omnes eidem abfeifa refpon- 
dentes curvas , habeat valorem formula f( a X — y y ) ydx maxi- 
mum vel minimum. 

Si hxc formula cum generali fzdx comparetur, fiet Z=zaxy 
— y' , ideoque dZ = aydx ■+-(* .v — $yj) dy, ita ut fiat 
M—ay & N-=dx — 3 yy, unde pro curva quxfita habebi- 
tur ifta xquatio ax — $yy = o , ienyy = jax, qux eft 
pro Parabola verticem in A, axem AZ & parametrum —j* 
habente. Injhac igitur Parabola, erit valor formul x f{ax — . 
yy )ydx maximus vel minimus. Utrum autem fit maximus an 
minimus , rcpcrictur, fi aliam quamcunquc lineam loco Parabo- 
Ix fubftituamus, atque inquiramus utrum pro ea valor formulx 
propofitx major fit an minor quam pro Parabola. Sumamus 


I 
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igitur lineam reiftam cum ipfo axe congruentem , pro qua erit 
y = o. Pro hac itaque valor formula: f(ax — yy )y dx fiet pa- 
riter = o , pro Parabola autem idem valor erit affirmativus , 
ideoque > o ; ex quo fcquirur in Parabola formula: propofita: 
valorem non effe minimum , fcd maximum. Poterimus autem 
algebratee indicare quantus futurus fit valor formula: propofita: 
pro Parabola : cum enim fit yy = y ax , abibit formula propofi- 
ta in hanc fyaxdx \l\ax = ^ax* \l\ax. Quod fi autem 
ponamus aliam arquationem , puta y = nx; abibit formula 
propofita in hanc fdx( naxx — n’x’ ) = y nax ' — * h'x* . 
qua: femper eft minor quam valor formulae qui pro Parabola 
inventa prodiit : id quod quilibet facile , fubftitucHdis locox 
definitis valoribus , experietur. 

Exemplum 111. 

18. Invenire curvam , in qua fu , inter omnes omnino curvas ad 
eandem abfcijfam relatas , valor hujus formula f (1 j a* X 1 y — 1 ja’xy 

5a*y’ — 3 y ‘ ) dx maximus vel minimus. 

Erit igitur Z = 1 j a l x x y — \ya'xy j a l y' — 3 y’ , qui fi 
differentietur , pofito x conflante, prodibit U dy=i ya x x' d y 

— 1 ^a'xdy -f- \ya l y' dy — 1 5J*dyi hineque N — ij (a*x* 

— a' x -j- a x y x — j 4 ) ; qui valor , politus = o , dabit arquatio- 
nem pro curva quarfita : erit itaque aaxx — a , x + a , y l — y 4 
= o = ( ax — yy ) (ax -\-yy — aaj. Ob binos hos fadtores, 
prodeunt binae curva: fatisfacicntes , quarum altera exprimetur 
hac aequatione yy=ax , altera ha c yy=aa — ax j utraque 
pro Parabola. Ut nunc appareat utra fit pro maximo vel mini- 
mo , ponamus abfeiflam efle minimam , ac prior xquatio^= ** 
in formula fubftituta dabit f — \oa*xdxy/ ax. Altera vero for- 
mula yy= aa — ax, feu y=^a, fubftituta dabit fia'dx. Quod 
fi autem ipfi y alius quicunque valor tribuatur , puta y — o ’> 
tum formula propofita abit in fo dx = 0. Ex quo patet cur- 
varum inventarum alteram yy = aa — Avcflepro maximo, al- 
teram autem yy = ax pro minimo , fcilicet pro maximo nega- 
tivo. 
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tivo. Facillime autem perpetuo hxc dijudicatio , utrum maxi- 
mum an minimum in curva inventa locum habeat, inftituetur, 
fi abfeifla x ponatur infinite parva ; tum enim integratione non 
erit opus, fcd ipfa formula Zdx monflrabic valorera formula: 
fzdx hoc cafu. 

Exemplum IV. 

19. Inter omnes curvas eidem abfcijft refpondentes , definire eam 
in qua fit formula f( 3 a x — $xx — y y ) (ax — xx — j xy 
+ )' y ) d x volor maximus vel minimus. 

Ex hac igitur formula prodibit fequens ipfius 7 . valor evo- 
lutus ; 

+ 3 a l x l — 4 ax'y + 2 axjy ^ xy l — y 4 

2 = — 6 ax' + qx'y — ixxyy 

+ ix* ‘ 

qua: differentiata , pofito x conflante, aedivifaper <fy,fequen- 
tem pribebit valorem pro N: 

N — — 4 ax 1 +• ^axy ++xyy — 4/ 

+ 4-v’ — 4 xxy 

qua: expreflio , nihilo aequalis pofita , dabit aequationem pro 
curva quxfita. Erit itaque 

y' — xyy 4- xxy + axx = o 
- — axy — x' 

qua: duos habet fadores, qui totidem praebent aequationes > 
hafce 

I . y — x = o , pro linea reda 
II. yy — ax -j-xx = o , pro circulo. 

Ponatur x infinite parva , eritque ex aquatione y = x , valor 
ipfius Z = j4‘x* ,• at cx xquatione yy = ax — xx . fcu y = 
V«*x, erit Z =4 aaxx. Quod fi autem ponatur y=a, pro- 
dit z = — a* } unde apparet utramque lineam inventam efle 
pro maximo. 

Eulcri de Max. dr Mjn ( F SCHO- 
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) 

20. Problemata etiam refolvi pofliinr per Methodum maxi- 
morum & minimorum vulgarem. Quando enim curva qua-ri- 
tur pro qua valor ipfius fZdx fit maximus vel minimus, id- 
que pro qualibet abfciflfi ,• manifeftum cfi fiquidem z fit fundtio 
determinata ipiarum x & y , formulam f 7 . d x maximum mini- 
mumve efle non pofle, nili elementum ejus Zdx ac proinde 
ipfum Z tale fit. Quamobrem quafiioni fatisfiet , fi quantitas 
Z differentittur pofito x conflante , cjufque difFerentiale pona- 
tur =o. Tum enim perpetuo Z habebit valorem maximum 
vel minimum , ac proinde etiam Zdx & ipfa formula fZ dx. 
Quod fi autem functio z differentietur , pofito x conflante , pro- 
dibit Ndy, quoniam generaliter differentiando pofuimus dZ.=z 
Mdx+Hdy, fatisfietque ponendo N~o : qua: cfi eadem 
folutio, quam per Methodum traditam invenimus. Quamvis 
autem hinc videantur iAae quacAiones fimili modo refolvi pofle, 
quo in Methodo maximorum & minimorum vulgari ; tamen hoc 
tantum evenit , fi Z fuerit funftio ipfarum x & y tantum ; nam- 
que fi in z prarterca infint quantitates ex differcntialibus orta* 
f , q, r, 8 cc: tum vulgaris Methodus nullius amplius ufus elfe 
poteA. Etfi enim tum differentietur fun&io Z pofito x conf- 
tante, tamen in difFerentiale etiam ingrederentur differentialia- 
dp , dq , dr , &c. quorum relatio ad dy cum non confiet , 
aquatio inde ad maximum minimumve determinandum apta de- 
duci non poterit. His igitur cafibus utilitas & neceffitas nof- 
trae Methodi maxime cernetur. 

Propositio III. Problema. 

ri + 21. £ Z fuerit funHio ipfarum x, y. cr p determinata , ita ut 

fit dZ = Mdx + Ndy -f- Pdp ; invenire, inter omnes curvas .eidem 
abfeifa refpondentts , eam in qua fit fZdx maximum vel minimum. 


SOLUTIO. 
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SOLUTIO. 

Sit a m z curva quaefito fatisfaciens , atque concipiatur applica- 
ta quaecunqfte Nn =7' augeri particula n», debebit valor dif- 
ferentialis formul xfZdx, feu quantitatis huic aequi valentis , pu- 
ta z dx 4- z' dx 4 - 2 ? dx 4- 7!" dx 4 - &c. una cum Z,dx 4 - 
Z„dx 4- Z„,dx 4- &c. effe =0. Totius igitur quantitatis 
fZdx valor diffcrentialis ex translatione pun&i n in r habebitur, 
fi fingulorum illorum terminorum , qui quidem hac translatio- 
ne acciuntur, valores diffcrcntiales quaerantur & in unam fum- 
mam addantur. Ex translatione autem pun&i n in „ illi tantum 
termini mutationem fubeunt, in quibus infunt quantitates^',/ 
& /'; ideoque tantum termini Zdx & z' dx\ nam uti Z cft 
fun&io ipfarum j & / praeter x; ita Zfimilis eft fun&io ipfarum 
/'&/'. Qiamobrcm hi termini debebunt differentiari , atque 
in Corum differcntialibus loco dy', d p , & d p' feribi oportet 

valores fupra indicatos "F * y Sicut autem cft 

dZ = Afdx-\-Ndy-\-Pdp> ita erit dZ' = M dx + N'dy’ 4 - 

P ' dp. Hinc itaque valor diffcrentialis ipfius Z erit P. & 

ipfius z' eritiV*. ni — p'. ex quo utriufque termini Zdx 

4 - Z' dx , ideoque integrae formula: fZdx valor diffcrentialis 

erit = /»>. ( P + N'dx />'). At cft P' f> = dP , & loco 

JV' feribi poteft Ni unde valor diffcrentialis erit = nr. ( Ndx 
— d P Quare cum formulx/Zt/x valor diffcrentialis nihilo 
a:qualis faftus praebeat aequationem pro curva quaelita , hxc erit 

o = Ndx — dP, vel N — j£ = o, qua aequatione natura 

curvae quxfiti exprimetur. Q E. I. 

C o R o 1 L. L 

a 2 . Quod fi ergo fuerit Z fun&io quxeunque ipfarum x,y, item- 
que earum differcntialium dx & dy. fcu loco horum diffcrentialium, 
4. ■ F 2 ipfius 
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ipfius p\ cxiflente dy=zpdx-, diffcrcntialc ipfius Z hujufmodi 
habebit formam, ut fit dZr=Mdx -f- N dy + P dp. Atque 
hinc reperietur curva, in qua fit fzdx maximum vel mini- 
mum , formando hanc xquationem N — ^ = o feu Ndx =. 

dP. 

C O R O L L. II. 

1 3 . A-quatio hxc igitur femper erit differentialis fecundi gra- 
dus , nifi in P plane non infit p. Nam fi p continetur in P , 

tum in dP inerit dp ; quod ob / — ~ diflferentialia fecundi 

gradus involvet. 

C o R o L L. III. 

24. Quando ergo in diffcrentiali ipfius dZ — Mdx-\- Ndy 
+ Pdp quantitas P adhuc in fe complectitur / ; tum, ob aqua- 
tionem pro curva quxfita differentialcm fecundi gradus, duas 
nova: conflantes arbitrarix per integrationem ingredientur. Ex 
quo ad harum conflantium determinationem , duo curvx pumfta 
prxfcribi poterunt ; alias enim non una fed innumerabiles curvx 
reperirentur.- 

C O R O L E. IV. 

25. Ut itaque hujufmodi Problemata determinate proponan- 
tur , ita funt enuncianda , ut per data duo punda curva duci 
debeat, qux, inter omnes alias curvas per eadem punda dudas, 
pro eadem abfeiffa x valorem fz dx maximum minimumve com- 
plodatur. 

C o R O L t. V. 

2 6. In P autem quantitas/» non inerit, fi Z fuerit fitndio ip- 
farum x & y tantum , per p vel per n -j-p , denotante n nume- 

runy 
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rum conflantem , multiplicata. Sit enim V fiin&io ipfarum x 
& y tantum ; ita ut fit dV Mdx-\- Ndy; atque Z 
4 -/>), erit dZ = (H-\- p) \fdx-\- (» 4 -/’) Ndy 4 - Vdp. Hinc- 

que aequatio pro curva quefita erit 0 = (»4~/) N — 
fcu (n-\-p')Ndx=dV—Mdx + Ndy. 

C O R O L L. VI. 

27. His igitur cafibuS , quibus eft Z = V(.m-\-p), exiften- 
te V fun&ionc ipfarum .v & y tantum , non pervenitur ad aequa- 
tionem difterentialem fecundi gradus: quia dp in ea prorfusnon 
inefl. Verum nequidem ad difterentialem aquationem primi 
gradus pervenitur i fed adeo ad algebraicam. Nam cum fit 
pdx .— dy , erit ( » + p ) Ndx = »Ndx 4- Ndy ; quod ipfi Mdx' 
4 - Ndy aequale politum , dabit aequationem per di divifibilein , 
adeoque algebraicam , hanc nN — Af, fiquidem V fuerit func- 
tio algebraica. 

C O R O L L. VII. 

28. Quoties autem hoc evenit, maximi minimive formula, 
qua: eft fZdx, erit talis formae , f(V n dx 4- V dy ) , vel polito 
x = o , talis fV dy. Hujufmodi igitur maximi minimive for- 
mulae pariter ad aequationem determinatam pro curva quaefita de- 
ducunt , ita ut non liceat unum pluravc punifta praeferibere , per 
qua: curva tranfire debeat. 

CoroLL. VII H 

29. Polita igitur V fumftione ipfarum x 8 c y , ifta maximi 
minimive formula fV dy pari modo tractatur, quo fVdx. 
Nam, polito dV = M d x 4- Ndy , formulae fVdx rcfpon- 
det aequatio pro curva haec N= o, ita alteri formula: fV dy 
rcfpondet aequatio M~ o. Ex quo pcrfpicuum eft coordina- 
tas x & y inter fc commutari pofle. 

F 3 


SCHO. . 
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.30. Apparet itaque in folurionc hujufmodi Problematum,' 
quibus quxritur curva valorem formulae fZdx maximum mini- 
mum ve habens, exiftente Z fundtione ipiarum x, y, Sc p , per- 
veniri ad aequationem difterentialcm fecundi gradus , nifi in Z 
quantitas p unicam tantum habeat dimenfionem. Sxpe nume- 
ro autem ifta xquatio difFcrcntialis facundi gradus integrationem 
admittit, de quo in fingulis cafibus erit videndum. Intcrim 
hic annotafTc juvabit , generaliter integrationem fuccederc , fi 
in fun&ionc Z omnino non iniit x , hoc cft , fi in ejus differen- 
riali dZ=Mdx + N dy-\-P dp valor M evanefeat, ita ut 
fit tantum dZ — Ndy -\- P dp. Cum enim pro curva inventa 

J u 

fit hxc aequjtio N — =0; multiplicetur ea per dy, Sc 

quia cft dj =pd x , ea abibit in hanc Ndy — pdP = o, 
cui xquivalet ifia Ndy + P dp = P d p -\-p dP -==.dZ , cujus 
intcgrale eft Z + C=P p , qua: aequatio jam tantum eft diffe- 
rentialis primi gradus. Quoties ergo inter omnes curvas ei- 
dem abfciflx refpondcntes ea quxritur , in qua fit valor formu- 
la: fZdx maximus vel minimus , atque Z tantum fit funftio ip- 
farumjr Sc p , ita ut fit dZ = N dy 4 -P dpi tum, procurva fa- 
tisfacicnte, ftatim exhiberi poterit xquatio difFcrcntialis primi 
gradus ilia. Z + C= P p. Deinde vero etiam, fi Z fuerit func- 
tio ipfarum x Sc p tantum, atque dZ = \idx-\- P dp , evanef- 
ccnte termino Ndy, tum pro curva prodibit xquatio differen- 
tialis primi gradus. Nam, ob dP =0, erit P=C , qux pro 
curva quxfita dabit xquationem diffcrentialem primi gradus tan- 
tum. Quod fi autem infuper M evanefeat, ieu Z fundtio fit 
ipfius/- tantum, Sc dZ = Pdp; xquatio inventa P — C tranf- 
mutabitur in iftam P dp = C dp =.dZ , qux denuo integrata 
dat Z 4- D = Cp. Hoc autem cafu , quia Z Sc P funt fundtio- 
nes ipfius p tantum , utraque xquatio P — C 8 cZ + D — Cp, 
prxbcbit pro p valorem conflantem ; ideoque xquationem hu- 
jus formx dy = ndx , qux indicat hujufmodi Problematis fatista- 

cere 
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cere lineas redas, & quidem quafcunque utlibet dudas. Nam 
in a;quatione P = C\ cum C fit conflans arbicraria, valor iplius 
f non folum conflans, fcd etiam arbitrarius evadet ; ex quo linea 
reda quacunque rcfultabit. Quamobrem fi per data duo punda 
curva duci debeat, in qua fit// dx maximum vel minimum , ac 
Z fit fundio iplius /> tantum , tum fatisfaciet linea reda per illa 
data duo punda duda. 

s c h o l i o n n: 

ai. Quoniam fupra jam vidimus in hujufmodi Problema- 
tis coordinatas x & y inter le commutari , atque, fi commodum 
videatur, applicatam y tanquam abfeiflam tradari pofle, idenv 
hoc quoque cafu confirmari juvabit. Sit igitur curva invefti- 
ganda in qua Cn/Zdy maximum vel minimum, exiftente Z 
fundione ipfarum x ,j & p, & dZ = Mdx-\-Ndy-\~P dp. 
Hac autem formula /Z dy ad noflram formam reduda abit in 
fZpdx\ in qU3 crit^. Z.p = Mpdx-\- Np dy-\- (Z-\-P p}dp : 
ex qua formula propofita valor differentialis refpondens erit 
( \pdx — dZ — P dp — pdP ) nv ■-= ( Mdx iPdf 

— p d P') n t : & aquatio pro curva quafita erit o = — Mdx 

— 2 Pdp — pdP-, fcu o== — Mdy — d.Pp 1 . Quod fi 
nunc ad iimilitudinem oftendendam , quia hic y tanquam abfcif- 

fam confideramus, ponamus dx—xdy, erit j>=^~ & dp = 
= ppdv, QxkdZ = Mdx-\-N dy Pppdir = 

7T7T 

Mdx + Ndy-\-n dx , ponendo n = — Pppi ur fimilitudo 
terminorum confervetur. Quapropter aquatio pro curva erit o= 

— Mdy + d n ; qua eadem aquatio prodiiflet, fi in for- 
mula C z dji applicata y in abfeiflam & vkiflim abfeifla in appli- 
catam tranfmuterur. Propofita igitur quacunque formula indeter- 
minata ex x & y horumque differcntialibus compofita , qua de- 
beat dfe maxima vel minima i coordinararum x & y utramliber 
licebit tanquam abfeiflam tradare , ad earnque maximum mini- 
mumvc accommodare. 


Exem- 
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Exemplum I. 

3 2. Ini er omnes curvus ad eandem abfcifam relatas, eam determi- 
nare , in qua fit f( Zdx 4 - [ Z ] dy ) maximum vel minimum ; exif- 
t entibus Z dr [ Z ] funfliontbus quibufcunque ipfarum x & y , ita ut 
fit d 7 . = Mdx + Ndy drd[Z] = [M]dx+tN]dy. 

Ut formula hxcf( zdx + [z]dy) ad formam receptam redu- 
catur , potiatur pdx loco dy ; habebiturque ha:c formula f\ Z 
4- dx maxima minimave efficienda. Diffcrcntietur ergo 

valor Z +[Z]/s critque ejus diffcrentialc = + Mdx-\-Ndy 
4 - [ M]pdx 4 - [N]pdy 4 - [Z\dp. 

Jam per regulam inventam , hinc pro curva quajfita i fla pro- 
dibit at quatio, o =(A T -j- [A r ] pj dx — d[Z] =( iV 4 - [,v] p) dx 
— [ M]dx — [A r ] dy : qua: , ob [ N]pdx = [Af] dy , per dx divifa 
dabit hanc aquationem pro curva quarfita algebraicam fcu fi- 
nitam N — [A/] = o. fcu A r = [A/]. Hinc intclligitur fi formu- 
la propofita/'( 7 dx 4- [2] dy ') fuerit determinata, fcu diflferentia- 
lc Z dx 4- [2] dy ita comparatum , ut integrationem admittat ; tum 
nullam lineam quadito effe fatisfadiuram , feu potius omnes li- 
neas atque fatisfacerc. Nam fi Zdx 4- [2] dy integrationem ad- 
mittit , per fe erit H-= [A/] ; uti alibi de formulis difterentiali- 
bus duarum variabilium determinatis dcmonflravimus ; idcoque 
his cafibus prodit arquatio identica 0 = 0. Hincque luculen- 
ter intelligitur, quod jam ante notavimus, maximi minimive for- 
mulam oportere effe formulam indeterminatam i alioquin enim 
omnes line® curvat atque fatisfacercnt. 

Exemplum I f. 

3 3 . Inter omnes lineas ad eandem abfcifam relatas , determinare 
eam , cujus longitudo fit minima ; feu in qua fit f d x ^ ( 1 -f- p pj) 
minimum. 

Primum quidem apparet in hac quarflione maximum non da- 
ri» 
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ri , cum linearum longitudo in infinitum augeri queat , marenre 
abfciifa eadem. Ita minimum tantum habebit locum , id quod 
ex ipfa Geometria elementari conflat , in qua demonflratur li- 
neam rectam inter omnes alias lineas intra eofdem terminos fi- 
tas cfle breviffimam. Hoc igitur Exemplum ideo attulifle vifum 
cft, tum ut confenfus noftrte Methodi cum veritate aliunde 
jam cognita intelligatur , tum etiam ut circumflantia de duobus 
pundis arbitrariis, qua: ad hujus generis quarfliones addi debet, 
melius percipiatur. Erit igitur, formula fdx 1 +/’/») cura 

generali fZdx comparata, Z =V(’i +/’/0> & dZ — j • 

unde fit M— o, N=o, & P= L— . Quare, cum in 

d f* 

genere aequatio pro linea quatfita fit N . — — =0, habebi- 


mus hoc cafu dP = o ; ideoque P = == Confi, 


ex 


qua aequatione oritur p = Confi. = *, feu dy = ndx, quae 
denuo integrata dat y = a + nx. Non folum ergo patet lineam 
quarfitam efTe redam , fed etiam , ob duas arbitrarias conflan- 
tes a & n , redam utcunque dudam. Quare fi per data duo 
punda linea duci jubeatur breviffima , erit illa reda. Similiter 
aurem inteiligitur , fi linea debeat inveniri, in qua fi ifzdx, 
ubi Z efl fundio ipfius p tantum , maximum vel minimum , 
tum lineam redam tantum fatisfaccre ; uti ante jam notavimus- 


Exemplum III. 


34. Inter omnes curvas ad eandem abficijfam relatas , determina - 
re eam , in qua fit f d X v P P ^ maximum vel minimum. 

H.rc formula oritur , fi quxratur linea celerrimi dcfcenfus i 
in hypothefi gravitatis uniformis, ponendo axem in quo abfeif- 

fx capiuntur verticalem. Erit igitur Z = — 1 & dZ 

Eulcri de Max. & Mi». G 
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*= ; unde ficM= r^ + ff ) 

y = o , & P = . Cum jam curva qu.vfita expri- 

matur aequatione AT — ^ = oj erit dP=o y te P ( — 

= CohJI ' ^ ax redu<aa P r * bct ^ ,===x 

+/*x » = 2~ = V a -£ rj( , fcu y = fdx yJ~r x , quae 

aequatio indicat, curvam quxfitam cfTe Cycloidem fuper bafi 
horizontali natam , & cufpidem in fuprema axis regione haben- 
tem : quae adeo per data duo quarcunquc punfta duci poterit. 

Exemplum IV. 

35- Inter amnes tnrvdt eidem abfeijfa rcfpondentes , eam deter- 
minare in qua fit fy n dxy/(l + pp) maximnm vel minimum. 

Pro hac ergo formula propofita erit 2 ==;" y' ( i +/>/) & 

dZ = ny l 1 dyy/ ( I +pp')+ ^~{T+pfj ~' ita Ut M=o, tc 

N = *J n ~ V(i+//>) atque P= ^Y - ). 

Quoniam igitur eft A/= o ; fatim pro curva quarfita habe- 
bitur ifta aequatio femel jam integrata 2 -J-C=P^ (30), quar 

noftro cafu fit / ✓( *+//) + ma M = -—Z-tl- Quod fi 

£ jnatur conflans a = o , prodibit 1 -+-// = fp . feu / = oc, 
cistacietque linea reda normalis ad axem. Generatim vero 

linea? fatisfacientes reperientur ex xquatione , qua? abit in y” 

+ ma n 1 +pp) =0, feu y 2 " = w*.» 2 ”-f- m'a 2n p'i qua? dat 

. . , 2H . 2 «. 


" j 
nt a dy 


ma 


, / *« * J “ \ 
V(j — «T4 ) 

> quar 


Digitized by Google 


AD CURVAS INVENIENDAS A BSOLUTA. ji 
quae linea per data duo punda duci poteft. Si fuerit n = 
— x » ita ut^* - x ^ debeat elfe maximum vel minimum; 

pariter prodire debet linea brachyftochrona ad axem horizon- 
talem relata» eritque pro ea x—f dy V — - — ; qux cum 

praecedente omnino congruit , dummodo coordinatx x & y in- 
ter fc commutentur. Erit fcilicet, ut ante, curva fatisfaciens Cy- 
clois fuper bafi horizontali rotando generata , qualem per data 
duo quxeunque punda ducere licet. 

Exeupium V. 


3 6. Inter omnes curvas eidem abfeiffa rcfpondcntcs eam determi- 
nare , in qua fit t maximam vel minimum 


Formula haec ad formam confuetam , ope fubftitutionis dy =tpdx t 

reduda,abitinhanc/^-p^; eaque reperiri folet, fi quaeratur 

folidum rotundum rotatione curvae circa axem ortum , quod fe- 
cundum axis diredionem in fluido motum minimam patiatur 
rcliftentiam : relidentia namque hoc cafu proportionalis cenfe- 

tur formul fcu ErIt ergo Z= 


&dz = + yJfdPr+rp , ita ut fiat a/=o , N 

i +pp (i+pp) 

= —L— 8iP= Cum igitur fit M— o 

i + pp W +PP) ... 

una integratio generaliter fuccedit , eritque xquatio pro curva 

quxfita Z+C = Pp, qux abIt 

in hanc a(i+ppy = t p' y. Hujus xquarionis autem evo- 
lutio non ita poteft inftitui ut eliminetur pi quare conveniet u- 
tramque coordinatam y & x per eandem variabilem p definiri. 

Ac primo quidem cft y = . Deinde, ob dy —p dxi 

G 2 erit 


J* 

erit 


DE METHODO MAE. ET M I N. 

d* = & x = f— = - Qjod fi ergo 

loco y valor inventus fubftituarur, prodibit x - — L"i*^L£j_ 

+ = fc^- +1+ //>)•• ex qui. 

bus curva? conftru&io poterit confici, logjrithmis in fubfi- 


dium vocandis. 


Exemplum VI. 


37. Tnvtrtirc curvam, in qua ijla formula fyxdxv^(l-f- pp) 
Jit maximum mimmumvt. 

Erit ergo z—jxJ( 1 atque dZ —jdxf( 1 - 4 -pp') 

+ xdj\J ( 1 -\rpp ) + Hanc ob rem habebitur M — 

7V^(i+/5»), y — x \/ (!+//•) & P — -JL1A — unde 

. V 1 +Pf) 

«quatio pro curva formabitur h.xc Ndx-= dP , qux fuggerit 

- Vd+//) ^ + ,eu 

— 7^7 = ^~qp~~> ob dj —pdx. H.rc eft xquatio di£ 

ferentialis fecundi gradus , & quanquam , ope idonearum fubfti- 
tutionum ea ad formam fimpliciter difterentialem reduci poteft. eo 
quod variabiles x&cj ubique eundem dimenfionum numerum con* 
ftituunt;tamen xquatio ifia diflferentialis ita eft comparata- tit neque 
integrari neque feparari poffit; deduci feilicet potefi ad xquationem 

hujus forma + ~r = ^£LLL+iL_. Quod cum ita fit, 

neque xquatio inventa xdx — jdy— y ~l ad formam vel 

fimpliorcm vel commodiorem revocari poteft; hineque nihil 
admodum de natura curvx imentx judicate lit er. Interim ta- 
men illa xquatio potentid duas arbitrarias conflantes invo vit , 
ex quo curva fatisiaciens per bina punfta data duci poteft. 

E X £ M? 
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Exemplum VII. 

3$. Invenire curvum , in fuu fu f(xx -f-yy/Mx O+PP) 
touximum vel minimum. 

Cum hic fit Z := (xx er * £ == 

*<*x+n) H ~ 1 ( * *x +y <0) y/ (I +A») + o+p ffi 

ergo AT = 2 »( XX 4-^ )*“ r y (i +/>/>) & F =^ ( f+^ i 
ex quo pro curva quatfita ifta habebitur aequatio 

a»(xx-f.^;)" — 1 ,dxf{i+pp)=d ( xx +ll L l j. = 

^y^xx- j ryy) ” _ 

Va+n) * d + eW :t ’ q r 

(jex+jjf 1 di v i/a, ac per V ( 1 4-/p ) multiplicata, abit iir 

= 2XX^ 4 - *— + Jp J r 
y ' x 4*fp x*+>jf 

= . Hujus aequationis utrumque membrum integra- 

M 

bile cft per quadraturam circuli., fitque integrale a n A tang. — 

= A tang. ^4- A tang. i = A tang. *~~f unde fiet y = 

tang ^ A tang. = eritque T fimftio algcbraica ip- 

iius p dummodo fit i n numerus rationalis. Cum ergo fit x 

,/Tvex/T 
rdp 

T pTT ' r p T' 

— r— /r J unde prodIc lx — l 7~Jr — /i^f^ uarqui ’ 

dem ad eonftruendam cun am abunde (atisfaciunt. Verum ut ha- 
rum curvarum, qua pro definitis exponenti» « valoribus prodeurt , 
natura melius cognofcatur , Cafus nonnullos contemplabimur- 

I. Sit n =sj Se 2n—ii erit Atang. — = A tang. --i?» 

G i 9 idci 


m /* X ; • » i di t x A T 

= Ty> feu J — — » erxr dj —p dx— — — yj- 
= T dx — pTTdx ■, ideoque — + 
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■•‘ko-r* 7 = r ^r =£=i%> *" *'* - **'> = 

kjdx + ydy, quae integrata prxbct x‘ — y x = 2 kxy + C; 
<^ux eft xquatio pro Hyperbola aequilatera. 

II. Sit *=i , & 2m= z; erit 2 A tang. — = A tang. 

htAm e~rz= Aang. 7 ±±l ; unde fit 

2 xy kdx4-di * V 

y>~xx — IZ— kjy ' feu **J dx — ikxydy = kyy dx 

kxxdx+yydy — xxdy, qux integrata dat yx x =ky* x — l k x* 
"I" ij' + C, five y* +3 ky * x — 3 y x x — k x' =C. 

III. Sit n = i , feu 2 n = 3 ; erit 3 A tang. — =» A tang. 

y^— Tyx x = A tan o' » hineque 3 y' x d x — 

3 ky x x dy + — 3 kyx x dx — 3 yx x dy t 

qux integrata dat ';*x* — ky'x — 'x* + kyx' — iy* = 
C, fcu/+ 4 */x — 6y t *'~4kyx t +x*=C. 

Ex his jam cafibus colligi poterit xquatio integralis pro valo- 

rc quocunque ipfius n. Cum enim fit 2 n A tang. — = A tang. 

2 ~ '* — Ot*.—*) », — V &c _ 

, i: ± ?• 

2)1 2» 2 n — 

y ~ ' 


1. 2. 


0 J 2>| — 2 - x 1 1X21.-2X21/— a) 2n-A . _ & 

' ' I. 2. 3. 4. * KC > 

~ (,r+*v/— Q 2 ” — ( y — *»/ — i) 2 * ^ Wx + 

(y+*v' — 0 a V-i+(7-*^-i)*V — 1 * w *. — 

(y+xV — Q™ — (, — — n*” • 

/ 1 N a« . , in > qua? rcdu&a pra> 

(j+*V — 1 ) v— H-0 — «✓ — I) V — * 

bet kdx(y+x V — I ) 2 V — l+kdx(y -xy/ — i) 2 ”y/ i 

+ * d j(y+xy/ — 1 ; 4W — — *✓ i) 2 ” 

= */ 0 + * V— I ) 2 V— I + dy ( J _Xy/— ,) 2 " ■. 

Q , ~i' x V 1 ) +dx ( y — xy/ — j) 2 ” cujus intcgrale 
• ' cft 
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auow— ,)**+*— <o— »v— o” + ' = — 
7 i r (;+^-.) 1 " + '- 7 i n b-*S-D“+' 
•}- C, feu C — (,+*,/ — i) in ^~ l (i */ — I + I) 


+ Cy — * V — i ) 


211+1 


( i — k V — i )• At cft 


generaliter (j+x\/ — i) 2,,+I + (y — xy / — i) 2 "”*" 1 = 
* (yj + xx ^ Vt + 1 '' 2 cof. i* A tang. — , atque ... . . 


- '> a ” V =* Crr+ xx)^"+ , >» 

fin. 2fi A tang. —.Quibus valoribusfubftitutis, prodibit iqua- 

tio integralis ab imaginariis libera ha?c it(yy + xx') K ‘ 

fin. i n A tang. y = a (jy + xx§ ln 1 ^' 2 cof. 2» A tang. j 

•+• C : vel , ob conflantes arbitrarias k & C, illa C = 

(* fin. 2» A tang. ^ + h cof. in A 

tang. — ; , qux xquatio femper eft algebraica , dummodo fue- 

rit n numerus rationalis. Vel fi arcus quidam circularis arbi- 
trarius ponatur -=g t curva quxfita hujufmodi aequatione C 

— ( yy + fin (£+a*A tang. - ) exprimi 

poteftj pofito radio circuli, quem hic contemplamur, =1. 

SCHOLION I II. 

39. Si ergo, inter omnes curvas eidem abfcifix refpondentes, 
ea debeat inveniri, in qua fit/"Z</x maximum vel minimum , 
cxiflente Z tun&ione ipfarum x,y &/, ita ut fit dZ — Mdx 
+ Hiy + PJ/ i pro curva quaefita illa habebitur aquatio 


mH 



5 6 DE METHODO M A X. ET M I N. 

N — iZ =o. Quoniam autem in Problemate procedente 

annotavimus, fi Z tantum fuerit' funftio ipfarum x & y , tum 
Methodo vulgari lolutioncm abfolvi porte : nam ut fZdx fit 
maximum minimumve , etiam Z dx , ac proinde Z tale efie opor- 
tet , rcfpe&u ad x habito j & hanc ob rem diffcrentiale ipfius 
dZ , fumto x conflante , nihilo aequale politum dabit xquatio- 
nem pro curva quofita. Similis Methodus fucccderet in pro- 
fcnte Problemate , fi modo in difterentiali ipfius 2 , quod ori- 
tur pofito x conflante , atque efl Ndy -+- P dp , relatio inter 
differentialia dy & dp pateret , ut per dy di vitio inflitui, atque 
valor finitus nihilo aequandus erui portet. Cum autem iflam 
relationem inter dy & dp , fine qua Methodus maximorum & 
minimorum vulgaris adhiberi nequit, a priori definire etiam- 
num non liceat, poterimus eam a pofleriori artignare: Quia e- 

A P 

nim inventa efl aequatio pro curva quaefita hoc N — = o j 

intclligitur, hanc ex illa Ndy + Pdp, fcu N+ ZAl. oriri po- 

cuifle , fi conftitiflet cfle — = t - > fcu o = dP-\-—t i 

d x dy f 

ob dy =^pdx. Qiocirca relatio illa inter differentialia dy & 
dp ita erit comparata, ut contineatur oqiationc pdP +Pdp 
= o ; qu* proprietas ad hanc redit ut confiderari debeat Pp 
tanquam conflans. Hinc ad Problemata relolvenda, in quibus 
curva quaeritur habens valorem formula* fZdx maximum velmi- 
nimum , exiflente dZ = Md x -i- Ndy - f Pdp; valor ipfius Z 
debet diflferentiari , atque in diflferentiali Mdx-\- Ndy+Pdp, 
loco A/i/xponi debeat o, Ndy immurarum relinqui , tum vero loco 
Pdp feribi — p dP ; & id ouod emergit nihilo aequale poni. 
Hoc enimpa&o obtinebitur Ndy — pdP =o; quae aequatio, 

ob dy=pdx, tranfit in hanc N—~ — = o, quae efl ea ipfa 

quam invenimus. Dcfideratur itaque Methodus a refolutione 
geometrica & lineari libera , qua pateat in tali in» eftigationc ma- 
ximi minimive loco Pdp feribi debere — pdP. 

P R O- 
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•'! 

Propositio IV. Problema. 

40 . Si Z fuerit functio tp furum X , y ,p & q , iu ut fu d Z 
— Mdx 4- N d y 4 ~ P dp + Q_d q ; invenire, inter omnes cur- 
vas eidem ubfcitfu refpondenies , eum in quu fit fZdx maximum 
vel minimum. 


SOLUTIO. 


Valor formulae integralis fZdx evolvitur in binas has feres 
Zd x+ Zdx 4 - ZTdx 4- z!"dx 4- & c . & z,dx 4- Z, 4 x 4- z„,dx 
4 - &c. quarum aggregatum maximum erit vel minimum , ii Un- 
gulorum terminorum ralores differentialcs , qui oriuntur augen- 
do applicatam / particula n», colligantur, & nihilo aequentur.’ 
Tali autem applicata- / incremento mutationem patiuntur litte- 
ra : / i f > f>' 5 f » f > q i adeoque ii tantum termini in quibus if- 
tr litterae iniiint, hoc cfl termini z,dx , zdx & z! dx. Ad 
horum terminorum augmenta . ex tranilatione pundti n in » orta , 
invenienda, difterentientur ii, critque 


d. Zd x = dx( Mdx 4- AV/4- Pdp’ 4- Qdf ) 
d.Zdx— dx(Mdx + Nd.y+Pdp +QJqf . 
d. Z,dx — d .v ( M, d x 4- N.dy, + P,dp t -{- Qdqf 

Jam vero i quia abfcifla x* ab illa tranflatione non afficitur , 'po- 
nendum eft ubique dx =0 : deinde vero reliquorum differen- 
tialium valores ex tranflatione pun&i n in , orti , per primam 
hujus Capitjs Propofitionem ita fe habebunt: 


dy =?= .+ n r 
dj — 

d h~ 


o 

A 

°. | d K~. 0 

■>' ■ .7 n: J J 1 t .15“ ■nC5 

W * k 

n . Suleri De Max. & M/n. 


df, 


« * 
dx 
n t 


d f => i 

O 1 A T 


df - 

dq 

T> i 

dq, 

H 


4- — 
* dx 1 

21 / k 

Z/ 

+ zr* 


His 
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His differentialium per n , cxprcfTorum valoribus fubfHtutis, 

i f/ p fj 

prodibit fequens valor differentialis, n,.dx(N — ^ 

— &+ & > = *'• ** < N ~ M + >=*•■** 

(N — )ob d dQ t = ddQj Quaraobrem pro cur- 

va quaefita ifta habebitur «equario N — ^ + “T**" = °* 
H.E. L 

C O R O L L. I. 


41. Quod fi ergo in maximi minimive formula fzdx infinc 
etiam differentialia fecundi gradus, feu, quod idem eft, fi Z 
fuerit fun&io ipfarum x.y.p & q\ ita ut fit dZ = M d x 
4- Ndy + Pdp + QJq » «equatio pro curva quadita erit N — 

J* + 04 differentiali ipfius z forma- 

bitur. 

C O R O L L. II. 


42. SI quantitas QJpfa involvit q vel differentio-differentia- 
Ifc ipfius y; tum ddQ continebit differentiata quarti ordinis, in 
hocque genere erit aequatio pro curva inventa. Ex quo cur- 
va fatisfociens per quatuor data pun&a traduci poterit. 

CoROLL. III. 

43. Si igitur in contineatur q , tum Problema ita deter- 
minate proponendum erit, ut inter omnes curvas per quatuor 
data punlia duftas ea definiatur, inqua/Zdxfit maximum 
vel minimum. 


SCHOLION T. 

I , * t , 

44. Ponamus in f^non contineri ut inycfiigcmus cujuf- 

I ’ • * . • 1.. na® 
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nam gradus futura fit aequatio differentialis rcfultans. Accidit 
autem hoc, fi maximi minimive formula propofita fuerit hujuf- 
modi fZqdx, exiftente Z fonttione tantum ipfarum x , y & 
p : ita ut fit dZ — Mdx -f- Ndy -f- Pdp. Hinc igitur erit 
d. Z q = Mq dx + Nq dj + Pq dp -f- z d q : unde procurva 

quzfita orietur aequatio haec o = V q — - 


i A M Ax * 4" A N At -4" N A A t -f - P A A p -4- A p A p 

1 jp - 1CU 

+_±d_N> ve j q __ _j_ dM +pdN: quae aequi- 

pollet tantum aequationi differentialis fecundi gradus , propter 
dp = quod ineft. Si igitur curva defidereeur , in qua fit 

fZqdx maximum vel minimum , exiftente Z fundtione ipfa- 
rum x , 7 A' p , atque dZ = Mdx •+■ Ndy 4 - Pdp ; pro cur- 
va quxfita habebitur aequatio o = dM + xN dp\- pdN. 


o = iNq 


C o R o x I. IV. 

4 J. Ut revertamur ad aequationem inventam N — 

= o; patet eam fore generaliter integrabilem fi fit N= o , 
hoc eft fi in Z non contineatur y ; prodibit enim integrando 

C — P + infuper fitf = o, altera integratio fuc- 

cedit , qua prodit Cx + D — Qj= 


C O R O L L. V. 

46. Si litM=o, pariter una integratio in genere fucce- 
dit : cum enim fit dZ = Ndy + Pdp - f- Qdq ; multiplicetur 

«quatio N — ~ 4 - == o per dy , feu pdx , habebitur Ndy 

— pdP+-~*==:o. Addatur dZ — Ndy — Pdp — 

H a Qdq 


60 DE METHODO M A X. ET M I_N. ' 

QJq-= o , orietur dZ — pdP — P df> + f — QJl 
= o i cujus intcgralc cft ’Z — P p + r — Qq — C- 

* i 

CoROLL VI. , 

\ * 

47. Si fuerit & A/— o & N^= o j erit primo , ob N = o , 

ut fupra, C — P+ =0. Deinde cum fit dZ = Pdp+ QJq, 

multiplicetur illa aquatio per dp, (eu qdx, erit Cdp — Pdp 
q d Qj==t b < addatur P dp •+- Qdq — d Z — o i prodibit 
Cdp -\-QJq + — dZ = o . cujus integralis eft Cp 

■+■ D -f- Qjq — Z = o. 

. f t S C H O L I O H II. 

48. Si nexum aquationis inventa pro curva quxfira , qua 
habeat / Z dx maximum miniinumve , cum differentiali ipiius 
Z infpiciamus ; determinare licebit relationem inter diffetcntialia 
dy , dp & dqy ut difTcrcntialc ipfius Z nihilo aquale pofitum, 
prabeat aouationem pro curva quafira. Cum enim fit dZ~ 
Mdx + N dy + Pdp + Qjtq-, comparetur cum hac forma 

aquatio pro cuna, AT — -h = o , feu hac per 

dy = p dx multiplicata, qux erit Ndy — pdP + ?~±- = oi 

unde patet , in differentiali ipfius Z, loco Mdx feribi debere o , 
at terminum N dy invariatum relinqui, porro loco Pdp feri- 

bendum efle — pdP , ac loco Qdq poni debere Ve- 

rum quoad hac a priori pateant , prxftabit formam aquationis 
inventa retinere , quippe qux facile memoria teneri poteft. Cx- 
tcrum notandum eft Problemata huc pertinentia omnino efte no- 
va , neque adhuc ab iis qui alias dc hoc argumento fcripfcrunt 
pertraftata. A!i.1s enim Scriptores maximi minimive formulas 
contemplari non conhieverunt , nili in quibus ad fummum dif- 
ferent 
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fercntialia coordinararum primi gradus ineflcnr. Quamob- 
remco magis erit operx pretium naturam hujufmodi Problema- 
tum ai curatius indagare, atque inprimis oftendere, quomodo 
curvx fatisfecientcs quatuor piindia per qux tranfeant , ad fui 
determinationem admittant. Hunc in finem fequentia Exem- 
pla adjicere vifum eft i atque in fingulis indicare > qux ad ma- 
jorem illuftrationem facewpotcrunt. •>’ 

* / 

fcXEMPLUM I. 


4p. Invenire curvam, m qua fit f JLAAZ maximum vel mi- 

x d y 

nimurn. 

Ifla maximi minimive formula, ope fubfiitutionum dy=pdx-, 

& ddj — qdx 1 , abit in hanc , qux cum fit fi- 

x"'p 

milis formulx §. 44 tradat* fZqdx, u bi in Z tantum x , ytk 

l ti 

p contineri pofuimus , fiet , comparatione inftituta , Z \ 


U I/ — 

Sc jZ= — 

m r i 'm 
X p x p 

n •> — 1 

= ’!LZ-,ScN= ^ 

— «1 1 1 '» 

X p X p 


m * 

* P 


—Z ■£ — - ; unde erit A I 

m 

x p* 


i hineque Np 


ny 


n — 1 


Cum igitur pro curva quxfita , inventa fit hxc xquatio o = 
d Ad -J- 2 Ndp + p dN = d M 4- Ndp -f- d. Np , habebimus 

pro noftro cafu hanc xquationem o = — * — 

. »7 a r 1 » t, » 1 — * ) j <ly 

* m 


h — I . ' n , n — 1 , : 

111 ny dy my d p , «7 dp , n ( >1 • — 1 ) y 

m* t * x» ti m ‘ m 

X p X pp x P X 


H 
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A »* 

— "" >fy , ntl qua? multiplicata per - n _ mutatur in hanc 

x" 1 y 

o = t ) jdy - — mnxpdy + m xy dp -f- nx x p dp -f- 

x ^ ^ mnxpdj, leu o = m ( m + I ) y x dj 

• — imnxy pdj 4- *(/»— i ) x'p'dj + m x y x dp-\-nx x ypdp: 
qua? eft aequatio differentiatis fecundi gradus, qua?, pofito y = 

/ vd * reducetur ad iftam primi gradus m(m 4- i)vdx ~\-mxdv 
• — m ( 2 n — i ) xv* dx\-nx x vdv-\-n x x*v l dx=o. Quod 
fi autem ponamus m = o , ita ut maximum minimumve dfe 


debeat f •— ‘ l<l ? 
dy 


habebitur harc a:quatio ( n — i ~)pdy +y d p 


= o, qua? integrata dabit y 1 1 p = C,lfeu y' 1 dj = Cdx-, 

haecquc dcnuo integrata pntbet y' =Cx+D. Sin autem po- 
namus »=o , ita ut maximum minimumve cfle debeat haec for- 

mula f— L — ; cx\l(m-k-i)dj-\-xdp=^o i tc\l(m+i)pdx+-xdp 
x m Jy 

=o, cujus integraleeft x mJrl p=C,k\idy=Cx 1 dx' t 

qux denuo integrata dat y = — — + D. Patet autem in 


* „ . . 

his curvis inventis formulam propofitam fieri maximum , non 
vero minimum ; nam fi fumatur linea re&a, ob ddy ==o, mani- 
fcftum eft valorem formula: propofitae minorem fore pro redta li- 
nea quarti pro curvis inventis. 


S C H 0 L I O M III. 

jo. Ratio hic aflignari poteft, cur hujufjnodi quxftiones, in 
quibus fZqdx maximum minimumve effc debet, deducant 
tantum ad aquationem difierentialem fecundi gradus, ideoque 
quarftionibus praecedentis Problematis potius fint adnumerandac , 
fiquidem Z fuerit fundtio iplarum x & y & p. Nam per rc- 

dudtio- 
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du&ionem integralium formula pZqdx, feu / ~ Z j j - , reduci po- 

teft ad talem formam T -+- fV dx, in qua T &c V fint fundtio- 
nes ipfarum x, y&p tantum, non amplius involventes q. Cum 
igitur r fit quantitas abfoluta, atque idcirco in maximi minimi- 
ve inquifitionem non cadat , formula f zq dx fiet maxima vel 
minima. CxfVdx talis reddatur ; adeo ut hujufinodi formulae 
fZqdx reduci queant ad procedentis Problematis ftatum; unde 
mirum non eft , quod pro curvis fatisfacientibus oquatio differen- 
tialis fecundi gradus duntaxat reperiatur. Quo autem memo- 
rata redu&io formulo fZq dx fcu fZdp ad T fVdx me- 
lius percipiatur ; ponamus , cum T fit ^unitio ipfarum x,y & p , 
efTe dT = qdx -4- rdy -\-rdp = ( j-f -<rp') d x t dp i & 

cx aequalitate fZdp^=^T •+• fV dx, erit Zdp=r.({-\-rp )dx' 
-\-rdfi Vdx i unde concluditur r =Z& V— — f — <rp. 
Quamobrem ipfa hoc reduftio fequenti modo inftituetur ; 
integretur formula Zdp politis x & y conflantibus, & integra- 
le erit funttio ipfarum x, y Sc p, quo vocetur T. Deinde dif- 
ferentietur hoc funftio T , ponendo p conflans , & differentiate 
negative fumtum dabit Vdx, critque V fundlio ipfarum x,y 
& p non continens q. Quoties igitur reddi debet hujufmodi 
formula fZqdx maximum minimum ve i ac z eft fun&io ipfa- 
rum x & j & p i tum quoftio, ctiamfi videatur ad profens Pro- 
blema pertinere , tamen ftatim ad Problema procedens reduce- 
tur. Ita fi fumamus formulam f y ; feu f- 2 -^Z i hoc facile 

transformatur in y n Ip — n fy n 1 dy lp-. unde maximum vel mi- 

nimum effe debebit hoc formula/) " l dy lp, feu Jj n 1 pdxlp, 
quo per procedens Problema traftata, dabit Z— y n 1 p lp, &c 
dZ = (» — i')y n 2 dyplp +/ 1 'dp(l + //>)» eritque Af 

=o, N=f«— i')y”~~ 2 plp &?=/““'( At ob 

M — o , fupra §. 30 pro curva quofita inventa eft hoc oqua- 
tio Z+ C=Pp, quo ad noftrum cafum accommodata pro- 
bet 
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fret y J p/p+C=) p 4- > //^jfivcy 
C ; quar eft ea ipia «equario , quam ante pro eodem cafu in fo- 
lutione Exempli invenimus. Hanc ob rem ad Exempla huic 
Problemati propria progrediamur. 

Exemplum II. 

5 1 . Invenire curvum A m, qua cumfua ez’oluta AR & rudi» ofcult 
mR in quovis loco applicat» , minimum fpatium A R m includat. 

Pofitis ablcifllr A M = x, applicata M m —y ; erit radius 

ofculi m R = — ('-t-fr . area au t c m A R m eft = 

q 

m R. dx \f( i +pp ) ; ex qua minimum elTe oportet hanc fbr- 

& dz 


mulam f ' ' ^ ' — — . Erit itaque Z 


( r -4- P P A 


4C » + fp ) pdp 

q 


N= 0> 


4- M>' 0 


( i +/>/. y dq 

9<1 


unde fit A/ = o , 


, & 


c » + ppy 


Cum 


q ' ^ <]<1 

nunc fit M—o & Z — o; erit, per Coroll. 6, arquatio pro 

curva quarfita Z = D -(- Cp+ Qjj > fcu - — f ‘ = Z?-f> 
Cp — — , hoc eft 2 ( i +pp) x = £>^4- Cpq. Quoniam 

porro eft Jf—jdx, feu f=^, eriti<&= ( ®-± ^ 

cujus integralc eft* = + * i/ 

-4- bf — — h c: mutatis pro lubitu conflantibus, habebitur 

I -h pp 1 

x =t= + b A tang. p. Deinde quia eft dy = 

erit y ±= fp dx = p x — f x d p ; ideoque y = 

■ f+ XV f ' +frA,ung.,-/ ( ' +t ;j;;^ -*/v, 

-A- tang./ 
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«J 


A. M g .,= - J. +y+f b^Atang., 


I 


= bp A tang. / — i/" Hinc erit 7-/4- ^ + C <L 
f ® r 1 1 +W ' 7 1 +/■? 


-c,=/+ii: 


■■<)> + (* + /)» 

1 + n 


■t- ( f — * ) A tang. / - 

+ ( f — *) A tang./. Atque ex his quidem ipfarum x&cy valori- 
bus per/ inventis, curva quacfita per <iataquatuor punda duci at- 
que conftrui poteft. Verum ut ipfa curva qualis fit cognofcatur, cli- 


a C 

--P— T” 


minetur A tang./ ; critque A tang./ = -j F+p p 

-L r+ ,—<j±n„ 

= —%■ c — ; atque hinc (c — d)x — by 


C * 1 ■+• pp 

(ac a a bf) -f- 2 b(c a) p-j~(cc ac bb bf'' pp 

~ I + P P 

Quoniam autem ipfa curva non mutatur , etiamfi coordi- 
nata: conflante quantitate vel augeantur vel diminuantur , erit 
(C— — by = t b —Jc—ay + lbCc-^ al p , fito _ 

V J I + P P r 

, . , .« . b b — a a 4- 2 a P . 

que a loco e — d , habebitur dx — by = i 

n 1 +tt 

& fubtrada conflante b b , erit ax — by= — 

. . . Ponatur arcus curva: 

VC i+n) , 

erit dw = dx y/( l-y-pp') i unde emerget jflaatquatio 

bd i)—*-ad x N 

• atque porro w=2 v(by — dx). 


hineque V (by — ax) = — — 


dr»=:- 


Ex- 


w (h — a *y 

primit autem by — dx multiplum ablciffc fuper alio quodam 
axe fixo affumta: , cui adeo quadratum arcus refpondenris cft 
proportionale. Ex quo intelligirur curvam quatfito refponden- 
tem efle Cyclotdem , quae per quatuor data punda determina- 
tur , atque fic deferipta inter omnes alias curvas per eadem qua- 
tuor punda dudas, minimum cum fua evoluta concludit fpatium. 
Eulcri de Mdx. & Mi». I Con- 
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Conclufio harc ideo aliquantum difficilior foda cft , quod Cy- 
clois pro reda quacunque inftar axis afTumpta quadito fatisfaciar, 
atque aquatio pro axe quocunque admodum fiat intricata. Si 
autem vel a vel b poluiflemus = o , quo quidem extenfio fo- 
lutionis non fuillet reftrida ; a-quatio pro Cydoide ftatim pro- 
diiilct. 


Exemplum III. 


y 1 . Invenire curvam , in qua fit f ^ d W , denotante f radium 
•fculi, dr d W elementum curva , maximum vel minimum. 

Per politiones ante fodas cft dv—dxy/ (i = 

C f 4* p P ) ^ j 1 • r( I ^~PP / ^ ^ dxi 

— y ■ — j unde maximi mimmive formula erit f — -ddl — .* 

_ 8cdZ = 

n 

(3”4*i)(i + Pp/ ? ^ pdp n(j +pp) ( ' i 1 Jif 

n « 1 1 • 

q q 

IT n—(3»+l 


hineque fit Z 


Quamobrem erit A/= o , N=o, 


— — . Cum autem fit M = o 


n + i 


& N = o> erit, per §. 47» = C/> + D +°Qjj i idcoque 


(»+;/>) 




c/ + r>— 


«c t +ppj 


.()>« + i):» 


, fcu 


9 q 

r* + 0(i +//) C3 ” + I):2 = (Cp+D) q” i atque 

“* ? ~ CL V(c ) +Pfi - = A ‘ "t 0 d * = 
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dp $ C ^~( D ^V \ — > atque dy =p dp $ C + D l’ — » 

P Ci +^) t, " +,):i . . i**»)"*'* 

Hic autem merito fufpicari licet , arquationem futuram elfc fim- 
pliciorem , fi alius axis accipiatur. Hanc ob rem concipiamus 
alium axem in quo abfeifla fit = t , applicata = v; fitque 

dv = sdt -, ac ponatur x = 8cy = @‘ — , 

pofito y = >/(«* + /3‘ ). Erit ergo dx = — ~ 

■*« £ ='= SSf • * 

e >+w>= *'/= p- 

1 

ro autem erit C + -£V = 


( «•+-#/.)* ’ 
«C+tfD + r (SC — * D ) 

T+VYs * & 


O +//) 


( 3 « + 1 ) ; 3 " y 




•His 


ctdt - 4 * Bti v «(« + 5 0 _ 

y — pQI ' 

to /3 C = a D , & mutata conflante. Porro autem fit d j 


fpbftitutis, erit dx = 


(Ut- 


1 dv 


y 

ads 


— — v ~i f? ]).L ’ & conjundlimprodit^ 


0+'0' 
-.8tdv = 


, . . C “»c 

(i+fO * (i+rr) 

has coordinatas atque x Se y appellare poflimus ac procedentes, 

fiet / =/, atque dx = — ‘ J J in > iy . Ut > & = 

O+P?) 

*fy » + ,)■„ » qua: ex procedentibus oriuntur, fi ibi po- 

O+PP) 

natur D = o : ex quo pcrfpicuum efl 5 latitudini folutionis fu- 
perioris , in qua inerat C + Dp , nihil omnino decedere , ctfi 
ponatur D = o. Eadem fcilicet prodit linea curva, quicunque 

I 2 valor 
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valor littera D tribuatur, ctiamfi alia aequatio inter x & y pro- 
veniat; verumtamen ad alium axem relata. Notare intcrim con- 
venit pluribus caiibus curvam algebraicam fatisiacere ; quorum 

quafi primus eft fi *— f, quo erit x = f — 


sSia 


•p(l + lpf) .... apdp 

Ttt * <xy=f- 


(.i+pp) 


(i * 


( i+pp ) 

; unde fiet 


T<* 


(I+PP) 




C 1 +ppi i ' 2 = — j- y ^ pp ~^ 9 yy — 1 * quibus fubfti " 


i ) , «quatio 


tutis refultat x= ( 2 & -•?- 4- 7 ) V ( i — — 

9 9 j y 

algebraica pro curva, eam quo eft » = i. 

Exemplum IV. 

5 j. Invenire curvam , in qua Jis valor hujus formula f -V ^ 
omnium minimus ■„ 


Patet primo maximum locum habere non polle, quia in li- 
nea reda .fit ddj = o ; idcoque valor formulx propofira infi- 
nite magnus. Quamobrcm videndum eft in quanam linea cur- 
va fiat valor formulas noinimus. Hxc autem formu- 

J ddy 

la per fubftitutiones noftras abit in hanc f ; critquc Z = 

— , & dZ — yjJj ■ erit ergo M=o, N = 

<1 l i qq * b 

— , & P = — , & Q,= — — . Quoniam autem eft M—o; 

q „ q qq 

curva quxfita iequenti exprimetur aequatione Z — Pp — Qjj 
^ > ut Coroll. j eft oftenfum. Quamobrcm ifta 

proveniet «quatio — f - d. y — == C, feu — + — = 

^ q dx qq pq p qq 

+ ZAl — H ? 3 ob dy = pdx. Quia vero eft dp = qdx J 


qq 


ent 
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erIt ^ = ^=^, ideoquc — vel 

CT 9? q tq 1 P 99 9* 

ii il — iA Si ponatur conflans * = o, harc xquatio 

• " « . l3 _ 
fiet integrabilis , critqucj —h qq & q = V f = £ ~~ Jy’ 

unde fit p dp = dj yj i atque integrando U = *y y/ £ 

.. jpy/t+<» y/<« o 

+ r , feu, mutatis conflantibus , pp = — > «P — 




i:* 


,1 = » 


— ; hineque <Zat= 


,? : » 


natur denuo a=o , erit x 


b \l c 

Vy 


»: * , J = * 
y + « 


— . Po- 


& xx j ==s b l c ; quae eft 


zquatio maxime fpecialis pro curva quatftioni fatisfacicntc. 
Exemplum V. 

J4. Invenire curvam , in qua fit valor hujus formula fq n dx, 

C( U f i-iL maximus vel minimus. 

dx 


Habetur ergo Z=q n t ScdZ=nq H dq ; unde erit 
M= o , = o, P = o , & Qj=»q"~~ *. Cum igitur 

zquatio pro curva fatisfaciente fit harc jfi? — 0 > cr * c dQj=- 

*dx8tQj=q n ~ ‘= «x-f jS; hineque y=C‘»- v + /3 ) ^ 

= j ex quo fiet p = ( «* + Q j ^ ^ + y = 

& tandem y = («x +0) (3 ” — 1 ): ( " _ 1 5 + y* + 
ubi coefficientes per integrationes ingreflos in conflantibus lumus 
complexi. Curva: igitur fatisfacientes perpetuo lunt algcbrai- 
cz ; excepto cafu , quo eft n = i 5 tum enim poftrema integra» 
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tioprxbebitjr== — + y x + /. Quod ad ca- 

fum n = i attinet , ille in inveftigationem maximorum 
& minimorum nequidem incurrit ; cum formula f<j d x non 
fit indeterminata , fcd determinatum valorem, puta />, ob <jdx 
— df , referat. Cxrcrum patet , evanefeente termino ( « x 

+ /3)^ 2 " ')■(» 1 , lineam re<5tam quifito fatisface- 

rej ob ; = y*+^. Scilicet fi quatuor pundla data, per qua: 
curva quarfita tranfire debeat , fint in diredhim pofita ; tum ipfa 
linea retta , prx omnibus reliquis lineis per eadem quatuor punc- 
ta tranfeuntibus , qua'fito fatisfaciet. 

Exemplum VI. 


fJ- Invenire curvam , tn aua fit f x - p<1 X - maximum vel 

yq 

mum. 


tnini - 


Quia eft Z = ZL y C ritVZ=l^. * / 4. ; 

Ji yq y'q yq 

ideoque Af~ -?;N= P = , 

.799 1 J 9 y'q yq ,CiQ L— 

— 

yq' 

pro curva 


Quorum terminorum cum nullus evanefeat, xquatio 
quxfita erit d. — — d 1 Kf 

y 1 ^ X y q J x * yq* 

= 0,fcuo = ^,— + — xdxdq tJx 

y q yq y q yq 1 + 

Yq' + Tq'~~~ / 9 * )j vc l°=^ x (37f— V*) 
(j—'Xp)—Wdxdq {xjq—xf +jr/) 4 -6xj'f>dl' — ixfpqddq. 
Quar eft xquatio difterentialis quarti ordinis , qua? utrum inte- 
grari poffit , an non , haud facile patet i neque etiam operx 
pretium eft in modum eam integrandi diligentius inquirere ; quo- 
niam hic cafus non ex folutionc Problematis alicujus utilis eft 

natus , 
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natus , fed fortuito excogitatus. Hoc autem Exemplum ideo ad- 
jicere vifum eft , ut calus habeatur , quo folutio not\ folum ad 
aquationem diffcrentialem quarti ordinis afeendit , fed etiam 
neque per fubfidia generalia fupra allata ad gradum inferiorem 
perduci queat. Praecedentia enim Exempla cundta ita funt com- 
parata , ut per regulas generales in Corollariis expolitas ftatim 
aquatio pro curva qualita inferioris gradus dilfcrcntialis erui 
potuerit. 

Propositio V. Problema. 

ftf. Invenire curvam , in qua fit valor formula fZd X maxi- 
mus vel minimus , exifiente Z ejufmodi funtlione , qua different u- 
lia cujufivis gradus irrvohiat , ita ut fit d Z = Mdx + N d y 
4-P dp-+-Qdq + R.dr-f-Sds + Tdt &c. 

SOLUTIO. 

Quoniam translatio pnndh' n in » pracedentia elementa ma- Flg ^ 
gis afficit , quam fequentia ; unicum enim fcquens elementum 
afficit, at in pracedentia co ulterius extenditur, quo alnorum 
ordinum differentialia adfint; hancobretn expediet aliquam an- 
teriorem applicatam , uti H h , pro prima accipere , ita ut muta- . 
tio ex particula n ► applicata N n adjc&a non citra H h por- 
rigatur; id quod eveniet fi in Z differentialia non ulrra fextum 
ordinem afeendant. Sufficiet autem valorem ipfius d Z ad ter- 
minum Tdt ufquc extendere , quia ex ipfa folutione modus fa- 
cile colligetur eam ad quotcunquc ulteriores terminos accom- 
modandi. Pratcrea , quia in hoc Problemate pracedentia om- 
nia continentur, conflabit fimul folutionem perpetuo eandem 
prodire, quacunque applicata particula quadam infinite parva, 
uti n», augeatur. Sit igitur AH=x, & Hh=;, refpon- 
debunt fingulis pundfis abfeifla H, I, K, L, M, N, O &c. 
yalores litterarum p , q, r, / &c. ut fequiturr 


H 
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H 

y- 

f- 

?« 

r. 

s , 

I 

/> 

/> 

A 

rS 


K 

L 

h 

y > 

A 

?"• 

A 

**/ 

y * 

r", 

/// 

r > 

A 

•n 

s 

M 

IV 

y » 

r. 

1 V 

7 

A, 

/ V 

/ 

V 

N 

y > 

A 

4 • 

1/ 

r » 

/ • 


Hi autem finguli valores a tranflatione n in v fequentia aug- 
menta accipient , qua: ex Propofitione prima, debita mutatio- 
ne lignorum adhibita, ita fc habebunt. 


4= 

0 

dy = 

o 

II 

o 

f- 

O 

r= 

o 


o 

d P~ 

o 

II 

: O 

¥"= 

o 

*' = 

;+ ri 


o 


o 


= 0 

j r// 

d 7 = 

^ dx 1 

1 w 

dq = 

2»: 

dr = 

0 

dr'= 

0 

/r"= 

: -I — — 

+ dx * 

dr'\= 

3>iy 
dx * 


4-3JL» 

ds = 

o 

ds’=- 


ls"= 

4»|r 

dx* 

d/"= 

+ 4x 4 

*' V '= 

4»> 

lix 4 


4- ,n 

JJ — . 


/i ' — 

. iow 

di" 

tom 

V/ v/ 

, t«< 

Qt ■ 

* dx’ 

r dx' i 


dx’ 



lix' 




//=_' 'Ai 

F 'dx 

ity 
dx' 

\,v »y 




dx » 
wy 
4x 4 


— _Al 

" — dx’ 


Quoniam porro valor formulae fZdx abfeifla* A H refpondet, 
ifque a tranflatione punfti n in » non mutatur , fcquentibus abf- 
ciflae clementis valores formulae fZdx refpondent, qui in hac 
Tabula exhibentur. 


Etemento 

refpondet 

HI 

Zd x 

IK. 

Z' dx 

KL 

Z" dx 

LM 

Z'" dx 

MN 

Z”' dx 

NO 

Z’ dx 


Adho- 
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Ad horum valorum incrementa , ex tranflationc pundi n in v 
oriunda, invenienda, fingulos hos valores difFcrenriari , locoque 
difterentialium dy, dp, dq, dr , ds y dt cum ipforum derivati- 
vis valores fupra afligtiatos & per n y exprcflbs fubfbtui oportet; 
eritque ut fequitur: 


• j 

d. Zdx = n y. dx ( j~i ) 

d.Z'dx=zny.dx (£* — g-) 

, -7UJ j r K' 4$" . Ior"v 

n ,f/ ***** T/si*'" 

l b + b— ^rr) 


d.Z' v dx=ny.dxC-j 

d.Z x ' dx-=z n ».dx (N v — 


dx • * dx 4 dx' 1 

a<r , 3R';' __ - 

</x l ^ «/x 4 r ; 

<ix dx * dx^dx* dx' ' 


ti — , ; 

dx * 


Quia jam ha?c fola elementa a tranfpofitione pundH n in y alte- 
rantur & incrementa capiunt , fumma horum incrementorum da- 
bit integrum valorem differcntialem , quem formula fzdx ad 
totam abfeifiam A Z cxtenfa accipit ; qui igitur erit 


r + ar 

p u + p nr 



Singula autem harc membra per diffcrcntialia commode & fuc- 
£inftc exprimi poterunt ; erit enim, 

Eui eri de M*x. & Mi». K — P Z 


Digitized by Google 


74 DE methodo max. et mi n, 

t, — P' dp ,v 
. +(£ — 

— R'+ IR™— i R"+R'>=~ d'R' 

4 - s u — 4 S' v 4 - 6S'" — 46 ' * 4 - S' = 4 - d*S< 

— T' r + 5 T" — 10T'" + ioT v — 5 T' + T = ~d’T 


Qiiamobrcm formulae fzdx integer valor diffcrentialis ex par- 
ticula n r ortus } erit = n v. dx ( V "- — J- -A 

x dx dx dx\ 

d s T 

4- ] ^ — ^7 ). Hic autem , quia omnes termini funt homo- 

genei , lignatura’ tuto omitti potiunt, evanefeit enim di/crimen 
inter N ' 1 Sc N, itemque inter dP & dP, reliquaque. Quor 
^irca habebitur formula f 2 >dx ifte valor differcatiafis 


n y 




.€& + 

dx * + 


£S 

dx* 


d’r. 

d?>’ 


ex quo fimul valor diffcrentialis formulae fzdx colligi poteft J 
fi in Zaltiora etiam differcntialia ineflent. Quare fi curva qux- 
ratur , quae habeat fzdx maximum vel minimum pro data abfeifia, 
fueritque dZ=Mdx~\- Ndy + Pdp-\- Rdr S d t 

4- T dt 4 - &c. erit primum formula: fZdx valor differentia- 
Iis hic : 


n ►. d x ( — 


dP dAQi £K 

dx dx 1 dx 5 


d^S 
+ dx*' 


£ + &c.) 


Hincque pro curva quaefita orietur ifta aequatio 


o = N-— 


df ddf 

dx dx 1 dx ’ 


4 - 


d*s 

dx* 


g+tee .CLEL 


C O R O L L. I. 

57. Tn formula fzdx , uti eam tradavimus," quantitas Z 
continet differcntialia quinti gradus : fi quidem in differentiali 

ipfius 
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ipfius dZ=Mdx 4 * Ndy + P dp + QJq + Rdr + Sds 
+ Tdt terminus Tdt eft ultimus. Cum igitur in T adhuc in- 
fint differentiali» quinti gradus fcu t , perlpicuum cft aquatio- 
nem pro curva quxfita fore differcntialcm decimi gradus. 

C O R O L L. II. 

58. Hinc intelligitur perpetuo aquationem diflcrentialem pro 
curva ad gradum duplo altiorcm afeendere debere, quam fiic- 
rit ipfa formula maximi minimive. Ponimus enim , in ultimo 
termino Tdt , quantitatem T adhuc t in fe complcfti : nifi enim 
hoc eflet , duobus gradibus aequatio deprimeretur, uti ex §. j» 
colligere licet. 


C O R O L L. III. 

50. Si igitur in Z differentialia gradus n contineantur , tum 
«quatio pro curva diftcrcntialis erit gradus 2 n : & hanc ob rcra 
totidem novas conflantes arbitrarias poteftate in fe continet. 

C O R O L L. IV. 

<So. Ob tot igitur conflantes arbitrarias, totidem punflaad 
Problema determinandum propofita efle oportet ; ita fcilicct 
Problema, ut fit determinatum, enuntiari debebit; Inter omnes 
curvas per data 2 n pundla tranlcuntcs, determinare eam in 
qua fit fzdx maximum vel minimum, fiquidem quantitas Z 
complcftatur differentialia n gradus. 

C O R O L L. V. 

6 r. Ob n igitur numerum integrum, numerus pumflorum , 
quo Problema determinabitur, femper erit par. Sic, vel nul- 
lum pun&um, vel duo, velquatuor, vel fex, vel oifto puntfa. 
& ita porro , ad Problematis determinationem requiruntur. 
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SCHOLIQM I. 

61. Ex gradu differentiitlitMtis igitur , ad quem aquatio pFd 
curva inventa aflfurgit , velcx numero punitorum per qux cur- 
vam fatisfacicntem tranfirc oportet , hujufmodi Problemata com- 
mode in Ciafles diftribui poterunt. Ad primam igitur Cladem 
ea referentur Problemata, in quibus abfolutc quxritur linea cur- 
va, qua: pro data abfeiffa habeat valorem fzdx maximum vel 
minimum; talia Problemata cum in Propofitione fecunda con- 
tinentur, rum etiam in tertia, iis cafibus quos §. §. 26 Sc 17 
expofuimus ; his fcilicet calibus folutio prxbet curvam determi- 
natam quxfito fatisfacicntem. Claffis fecunda ea complcititur 
Problemata, quorum folutio ad atquationem diffcrcntialcm fe- 
cundi gradus perducit: hxcquc duo punita ad fui determinatio- 
nem pofcunt; & ita proponi del>ent , ut inter omnes curvas per 
data duo punita tranieuntes ea definiatur, io qua fit fzdx ma- 
ximum vel minimum : cujufmodi Problemata in Propofitione ter- 
tia foluta dedimus. Porro ad tertiam Claifem pertinent Pro- 
blemata in Propofitione quarta traitata , qua: ita fc habent 
ut inter omnes curvas per quatuor data punita tranfeuntes de- 
terminetur ea qux habeat/Z^.v maximum vel minimum. Simili 
modo quarta Claflis poftulat ad determinationem fex punita , • 

quinta oito , & ita porro , quas ClafTes omnes in prxfente Pro- 
blemate fumus complexi. Cxtcrum etfi aquatio inventa ad tan- 
tum diflferentialium gradum afccndit, tamen /xpius generaliter 
integrationem unam vel plures admittit, cujufmodi cafus in prae- 
cedentibus Problematibus nonnullos exhibuimus. Hanc ob rena 
videamus etiam quibus cafibus aquatio nofira generalis integra- 
tionem , vel unam vel phires , admittat ; ut in allatis Exemplis 
ftatim videre liceat, utrum ea in his cafibus contineantur an fc- 
cus. Hujufmodi autem cafus potilfimum funt duo , in quorum 
altero eft N— o ,in altero A/=o, a quibus deinceps alii ca- 
fijs £endcnt, quos liic evolvemus. 
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6]. Sit in maximi minimive formula fZ d x terminus JV = 0 ; 
ita ut fit dZ = Mdx -+• P dp -f- Qd<] + R dr+ S ds -|-&c. 

Hoc ergo cafu xquatio pro curva erit ha:c, o= — -f- 


ddQ, 

dx* 


d' R 




d s T 


-r d ^ + &c* qu*j per dx multipli- 

cata j fit integrabilis , prodibitque 

d£ ddR. . d' S d*T 




dx dx 


_l. SLJL — _L. ,9-r 

* + dx' dx* + ^ C ' 


Casus II. 


6$. Sit & N= o & P = o , ita Ut fit dz = Mdx+ Qdq 
+ Rdr 4- Sds + Tdt &c. 

Quoniam eft N — o, una integratio jam fucccffit, habetur- 
que pro curva qusefita ifta xquatio modo inventa , pofito etiam 
P = o: 



_L. 

dx*~ ^ 


d'S 

dx' 


d* T 
d x 4 


+ &c. 


qux per d x multiplicata denuo integrari poterit , crirque 

J r» Ite* Jl *r» 


*=A*— B+&— ^ + 


dds d' T 

—jZ' + Scc - 


Casus IIT. 


6j."~Si fuerit te N = o & P — o & Q^=o, ita ut fit 
d Z = M d x -\-Rdr S d s + Td t &c. 

Bini valores N Se P evanefccntes jam prxbuerunt hanc arqua- 

tionem bis integratam o =Ax — B + Q, — — 

j— J— - 1 - Scc. in qua fi ponatur Qj— o , Se multiplicetur per 
dxy obtinebitur fequens xquatio ter integrata: 
o =A* X —Bx+C — R + ~ — 7-J + &C. 

dx d x 

K 3 Ex 
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Ex quo jam apparet , fi infuper fuerit R = o , tum etiam quar- 
tam integrationem locum habere , & ita porro. 

Casus IV. 


? dp — Qdy 


66. Si fuerit A/= o , ita ut fit</Z= Ndy -f Pdp-{-Qjlf 
+ Rdr- f- S d s &c. 

y£quatio pro curva quxfita ante prodiit o = N — -f 

d X 

— &c. qua? multiplicetur per dy = 

pd\ : , & tum addatur dZ — }fdy 
Rdr — S d s — &c. prodibit. 

o=JZ —fjr + — & c . 

— P dp — Qd y — Rdr — - S d s — &c. 
cujus intcgrale aflignari poteft ; erit enim 

p =A+ z Pf + #—«&*+ tfjto 


d X 

■ T d S 

Rr +-J7 


q ddS 

■■sr 


— Ss 

vel o=A+ z —Pp + II R — Z J J 

d X 

Sd'p 


pddy~ 


dpd l{ -f- Pddp 
ti x 1 

, pd*s dpdds+dsddp — Sd'p . 

+ r - — jp — &c. cujus termini; 

quomodo ulterius progrediantur, fi in d Z infint fequentia diffe- 
xcntialia Tdt, Udu 8 cc. fponte patet. 

Casus V. 


67 . Si fit & M— o , & N= oi ita ut fit dZ—P dp -fj 
Qdy 4- R dr -f- Sds -f drc. 

Quia eft N = 0 , una integratio per cafum primum infatua- 
tur, 
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tWj habcbiturque o — A — P + 

quae multiplicetur per d p=qdx , ad eamque addatur o = - — 
d Z+ Pd/> +Qd<? + Rdr + Sd s-\-dcc. quo fafto prodibit ifta 
aequatio integrabilis 

o=Adp—dZ+qdQ J — l ^ + tJLZ—Stc. 

4- Qdq 4“ Rdr 4* S d s -f- &c» 
cujus integralc erit 

o=Ap—B—Z+Qj — &c. 

+ Rr — -p- 

‘ ^ dx 

+ Ss 


feuo =Ap — B — Z~\ -Q^q — +■ 

tfJilS dqdS-j-Sddij (jd*T dqddT-\-dTddq Td * 7 

dx* dx * 

Casus VI- 

68- Sit & M~ o & N= o & P=o , ita ut fit dz = 
Qd q -\-Rdr 4* 4" Tdt + &c. 


Ob V=o & P=o, per Cafum fecimdum 3 duae integrationes lo- 
cum habent , eritque aquatio, pro curva quaefita , haec , 

° — Ax — B +Qs— d - + j?- S^ + & * 
ad quam per dq=rdx multiplicatam li addatur o = d Z — Qdq 
— Rj r — Sds — Tdt — &c. habebitur ifta aequatio denuo 
integrabilis : 

o = Axdq Bdq+dZ rdR 4* *^r4-&C. 

— R dr — Sds — Tdt — &c. 


cujus integralc eft 


gc.' DE METHODO MAX. ET MIN. 

o=Ax 9 —Bl + C+Z — Rr+ r -ff — T ~/ 

- Ap -s*+ '£ ** 

— Tt 

fcu o = A(xi — f')—Bi+C+Z—Rr4- rdS ~ S -- . 
rddT drdT-\-Tddr , a 

i?. + &c - 

Casus VII. 

69. Si fuerit M — o , N= o, P = o , & Oj==o, itaut 
fit dZ = Rd r-f-S d s 4- T dt 4 - &C- 

Ob N = o , & Q^~ o , Cafus tertius ifiam fuppeditat 
aquationem pro curva jam ter integratam , 

o = AS — B.v + C— R + d J- — d -pc 4- &c. 

dx dx 

ad quam per dr = sdx multiplicatam addatur o = — dZ 
+ Rdr + Sds + Tdt+ &c. quo fatto prodibit ifta aqua- 
tio , 

p — Ax l dr — Bxdr +Cdr — dZ 4 -sdS — * - d - r +&c. 

r b~Sds 4* Tdt+Scc. 

qua integrata dabit hanc , 

o=Ax 2 r — Bxr + Cr — D — Z + Ss — *-¥- + &c. 

. _ d X 

2 Axq + Bq + Tt 

4" 2 Ap 

leu o=A(x*r — zxq+ip') — B (at r^-f) + Cr — D 

~ z + Ss— S -- J k T - + & c. 
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70. Horum cafuum ope, quorum numerum ulterius auge- 
reHiceret , fi commodum videretur, fkpe-numero Problemata ad- 
modum expedite refolvi poterunt. Quod fi enim Problema 
quodpiam contineatur in aliquo iftorum Cafuum, qui unam 
plurefve integrationes per fc admittat , ftatim formari poterit 
arquatio pro curva, femcl vel aliquoties jam integrata , qua; pro- 
ptcrca ulterius facilius tra&ari poterit. Quod ut diftindHus pa- 
teat, fimulque ufus hujus poftrcmi Problematis, quo in maxi- 
mi minimive formula fZdx diffcrcntialia fecundum gradum fu- 
perantia infunt , declaretur , unicum Exemplum afferre juvabit. 


Exemplum. 


71 . Inter omnes curvas eidem abfciffe refpondentcs , defnire eam , 
cujus evoluta , cum fua ipfius evoluta , intra radios evoluta maximum 
mimmumve fpattutn complectatur. 


’ Pofitis , pro curva qua: (ita, abfeiffa =x & applicata =y ; fit 
elementum curvae = d »• , & ejus radius ofculi = « ; erit ele- 

mentum ipfius evolutx=</^, & hujus radius ofculi = : 

unde arcacomprehenfa inter evolutam curvae qujefita:, ipfiufquc 
evolutam, erit = > qua: ergo expreflio maxima mini- 

mave eft reddenda. Cum autem fit dr» =, dxt/ ( i+pp) 

& j ( 1 i erit df = 3 ( 1 + pp ) T pdx — . . . . ; 


(— y ^ T — » & d C = (' + PP) d *' (*PP — 

-Sr + — > at< i“ c 3 1 - =iir- M “" 

mi minimive formula itaque eft f - 1 3 x ( g p p — 
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r + PpV , ( > +/’p) ,r> n v ( +TP) 1 __ 6 't + *’^ ; ? r 

9‘J 4* ' J V q </ 

+ ) 5 ex quo Z erit fiindiio ipfarum p, q 8 er; unde 

dificrentiando prodibit : 

d ? i 8pd / i -f- pp'Z 1 + 3 PP ) 9 ppd n ( i + PP) 1 6t!r(i -f- pp'* 

q qq q 1 \ 

l6prAp( 1 +(’«’)* , l$rJq( I +f /’) 1 , 2 rJr( l +flV 

,1 + F + «> 

8rrpdp( t + pp'/ jr x Jq(i +-PP ) 4 

‘i’ r q * 

Comparatione ergo cum forma generali inflituta , erit M = o 

N = o; ‘ *' 

z __ 9P P (i + PP / g( i *4~ pp )*r ( i + f?) 4 »- 1 

q ~ q * C 5 5 

p 18 K 1 +H>Xi + 3P /0 i + fl») x , 8rrp(i + pp/ 

q q' q ! 

r, 9PP( r + PP ) 1 , » 8 r(i +»>)* f r r ( i + p p )» 

qq q * q* 

% g ( t + f f )* | 2 r f i -j- pp )* 

Cum nunc fit Af=o & N=o, folutio cadit in Cafiun quin- 
tum, critque aequatio pro curva quaefitahaec, 

o = Ap — B — Z + Qq + Rr — ZiUS- 

qua: , fa<3is fubflitutionibus , tranfit in hanc 

a - =/ q p £ JjfKjj+Tp)* J6pr'i+ppv 6njt+pp)* 

' F q q * 3 S 

_2dr(i+pp/ , 3 g/»(i+/? 0 *. 

9*<fx ^ 9 —» 

quar aequatio nimis efl complicata , quam ut ejus ulteriores in- 
rej rationes fufeipi queant. Cxterum apparet hanc aequationem 
efie diffcrcntialem quarti ordinis , ita ut per quatuor refiduas 
integrationes quatuor conflantes adhuc ingrediantur : cx quo fex 
data oportebit efTe punfta , per qua: curva tranfeat, ut Proble- 
ma determinetur. 
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CAPUT III. 

De inventione curvarum maximi minimive proprieta- 
te pr adit arum ,Ji in ipfa maximi minimi ve for- 
mula injunt quantitates indeterminata. 

Propositio I. Problema. 

I. X "S venire incrementa, qua quantitas integratis indeterminata, r ‘S- 4- 
X in quovis abfiijj* punito , ab autta alicubi una applicata N n 
particula n r , capit. 

SOLUTIO. 

Sit abfcifla AH = x, applicata relpondens Hh=^, & 
propofita fit quantitas quxcunque indeterminata n , abfciffe 
AH refpondens, qux fit formula integralis indefinite integratio- 
nem non admittens. Quantitas hxc n ita fit comparata , ut 
ipfa , quatenus abfciffx A H feu punito H rcfpondet , ab auita 
applicata N n non mutetur : quod eveniet , fi in n diffcrcnria- 
lia non ultra quintum gradum afTurgantj quem in finem quin- 
tam demum applicatam N n ab H h computando mutari poni- 
mus. Si enim in n differentialia ahiorum graduum contine- 
rentur, tum deberet ulterior demum applicata poft Nn parti- 
cula infinite parva augeri. Sufficiet autem folutionem ad quin- 
que tantum diffcrentialium in n contentorum gradus extendere ; 
cum inde, fi etiam altiora affuerint differentialia, folutionem ad 
ea accommodare liceat. Quemadmodum igitur punito abfeif- 
1 x H rcfpondet valor n , ita fecundum noflram notandi metho- 
dum, punito fequentil refpondebit valor n', punito K vero n", 
punito L valor n'", & ita porro. Id ergo erit invefligandum , 
quanta incremc-nta ex tranflatione puniti n in v finguli hi valo- 
res derivativi n', n*, n"', n''', &c. accipiant, feu definiri de- 

L a bent 
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bent eorum diffcrentialia , fi fola applicata Nn, qui 
variari & particula n v augeri ponatur : erit autem hoc fenfu 
d. n = o , quia valorem n punfto H refpondentem inde non 
affici ponimus. Quoniam jam n eft formula integralis indefi- 
nita , fit ea — /[ Z] dx y & [ Z] fit funiftio ipfarum x , y, p, 
q, r,s &/, ita ut fit d£ZJ = [_Af]dx-h[\Jd)t-i- [P]dp 
J r\_Q']dq-ir[R~\dr + [S'\ds + [_T']dti unde fimul valores 
derivativi ipfius d[Z J , nempe d[_Z "] |, d[ Z d[ Z &c. 
per notandi modum receptum formari poterunt. His pofitis, 
erit ut fequitur 


n = /[ZJd x 
n' = f[Z] dx + \_7.-\dx 
n"— f[Z]dx+[z]dx + [Z'~] dx 
n"— fl z ] dx + [ ZJ dx + [ z' Jdx + [z"Jdx 
n n '='fLZ]dx-h[zidx + lz'Jdx + tz"jdx-i-[Z'"ldx - 
&c. 

Jam videamus quanta incrementa fingula hic membra [Z]dx,‘ 
\_z'~\dx, [Z"Jdx, iZ'"Jdx, &c. ex adjc&a particula n* ad 
applicatam Nn capiant j qui obtinebuntur ex ipforum diffe- 
rentialibus, ponendo loco differentialiuoi valores §. Capids 
prarcedentis expofitos : erit itaque 


d. [ZJ dx = nr. dx. 

d. dx = t». dx(&l— ig- ] ) 


d^ldx=„ p .dxC 5 $-^+^') 
dXt+\dx — n + 

d. v z ] dx—ti,.dx( dx — rxt -+ Jx , dx < f dx , ) 

d.\z)dx — n J Tx^dx*. dx'^dx* dx ,J 


d,[2"]dx=o, 

d.[z'’"Jdx = o. & reliqua fequentia omnia cvancfccnt. 

Ex 
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>» Ex his nunc colligentur incrementa valorum n , n', n ' , n 3 
Scc. qux recipiunt ex tranflatione punfti n in v ; erit fcilicct 

d. n =0 

d. 1 / = n». dx. jp, 

d. rf = nv. dxCj? — ■* — j v ) 

, ‘ . f Bii $[s2±AD . > 

d.n =nv.dx (--, ; V + H ^ ' 




Wx J 


3[s , "]+3<OT— 4^J 


dx 1 

*r ^n+gOT- 




. 'f?'i rtn+JTtfH . W , T+*24^ // ]— W _ 

djl =ra,>dx ( l — J — +■ 

r^j-H^J-^rsWrs'] t [r u ]+ 4 4 r ,<y ] - 64 r]+ 4 /tT] -d[ 

.. „ ^ , r ™, imi 4 . Ag"]— j[g-i 

<4n=n,. </*([-« J — ^ dx x 

2d[R'"]+J[R?] , <* [^'1 — 4jJ. 

J jj* 

j r T ' v 1 — 4 + 6 [r ,/ l — 4 ^ [r'] + <* [ TJ ) 

J x’ 

Huic autem incremento xqualia funt incrementa omnium fe- 
quentium valorum, nempe ipforum n ", n , n>*, &c. At- 
qui valoris n'" & omnium fequentium incrementum idem erit 

— n y. dx ( J dx ~ + <& 5 

d 4 [■S' ] ill£J ). Poterunt autem hxc incrementa ad ea- 
dem figna reduci , refpc&u litterarum [?], [QJ> l R ]> C^]>’ 
& [TQ, ficque prodibit 


) 
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bcnt eorum diffcrcntialia , fi fola applicata N n , qua? cft =jr v 
variari & particula n v augeri ponatur : erit autem hoc fenfu 
d. ji = o , quia valorcm n punfto H refpondentem inde non 
affici ponimus. Quoniam jam n eft formula intcgralis indefi- 
nita, fit ea =f[Z~\dx, & [Z] fit funftio ipfarum v , y . f > , 
7 , r, s & ita ut fit */[ ZJ = dx+- [#J ^>4- [P]^ 
+ \_Q~\dq + [_R~\dr + [S'\ds->t-\_T~\dti unde limul valores 
derivativi ipfius d[Z], nempe d\_Z'~\ , d\_Z J,</[Z J,&c. 
per notandi modum receptum formari poterunt. His politis, 
erit ut fcquitur 


n = dx 

n' = frzfdx + [Zldx 

n' — f[Z]dx+[z]dx + [Z'J dx 

Z~\dx +[Z-\dx + \_Z'-]dx + [Z"Jdx 
a r '= Jl zj dx + [ z ] dx + [ z ' ] dx -h [ z • ^dx + [Z "'] dx - 
&c. 

Jam videamus quanta incrementa lingula ha»c membra [ Zjdx 
[z [Z" [Z'"]dx } &c. ex adjcfta particula ny ad 

applicatam Nn capiant s qua: obtinebuntur ex ipforum difte- 
rcntialibus, ponendo loco differcntialium valores §. Capids 
procedentis expolitos : erit itaque 


d. [ZJ dx = ny. dx. 


d.[Z"] dx — n,. dx ( 
d.[Z'"]dx=n». dx ( 


W\ Ai?] , IoOT\ 

dx 1 dx * dx*' J 

[?"] . 6[sn 

dx 1 dx ’ dx * ~ 


lop"!* 

"TT ' 


d.[Z n: ]dx—t\,. dx C 


[rj_2[_c] 

d x dx 1 


d.[z'] dx = n,. dx( [A f '] -^4 


3 [r] 4[n.i[£_]>* 

' * ^ dx' } 


dx' 


dx* 


[S u ] , C£n ern ^ 

dx* ~ dx' ^ dx* dx , J 


d,[2"Jdx=o, 

d[Z v *Jdx=o. & reliqua fequentia omnia cvanefccnt. 
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m Ex his nunc colligentur incrementa valorum n , n V n ", n J 
&c. qux recipiunt ex tranflatione puniti n in v 5 erit fcilicct 


4. n 


[r] 


d.vi— nr. dx. y 

d rt^ia.ixCQ — 4 T ']+ d E ) 

, n . , [it"] ?I£] + 4£] , . 

d.n + dx' } 

d n .v_ n , dx , trj __ 2[K'j+wi 

"‘ n — nn.ax^ j x , 

3 [5' // ]+34S' / ] d[S’ } 4.r T"'] + 6J{r’] — 44^1 + W ) 

I £j±^ +K&^-=W - 

d.n — n r ax ( ^ x > * Jx 

[n+j^-^l-W] ! [r^j+^r"] -6d [T']+^[r] -d[rjy 

.. » d *j ,rWM _ ita + — ■*!&"] 

n — n r- d x ( Q N j dx dx 

^ JlR^—adWn+d [*"] + d OT — j~ 343*1— 

j r^'i — d Adf*"] + 6d [7*1 — 4 d[V] + d [ r] ^ 

— dx'. 

Huic autem incremento xqualia funt incrementa omnium fe- 
quentium valorum, nempe ipforum n", n , n 1 *, &c. At- 
qui valoris n 1 " & omnium fequentium incrementum idem _ erit 

n*. dx ] ~~d)T~ dx’ 

, d* [S ; ] d' [r] n p oterunt autem hxc incrementa ad ea- 

dem figna reduci , refpcAu litterarum [ P ] , [fij- l R }> L * 3 » ' 
& [TQ, ficque prodibit 
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d.n =o ** 

d.n' = n v. dx. 

d.ri’ = n*.dx < 'K! ) 

v 4 x* dx' ' 

JW" n „ 3[S;] + 445'] . 6[T]+trfT] + l0MTl . 

a.n =m.a\ { ^4 f <**» ) 

, nt y / r^'1 _ a[iCl + 34«*] , 3W + 8^r^+g^[5l 

rf.n — Jx » ^ x . -t- dx d f - 

4W + i^Tt! + zoAdlj) 4- IQ^W J 

d.rt' = n ». * c tg- 

] [r]+^4r]+io^rr]4-ioi*fr]+^ 4 rr1 ^ 
ir / r y, n _ jyg . >OT dlM x 


cui fcquentium valorum omnium incrementa funt «qualia. Q. 
E. I 

C O R O L L. I. 

2 . Si ergo n fuerit hujufmodi quantitas indeterminata, feu for- 
mula integralis indefinite integrationem non admittens , tum ejus 
omnes valores poft locum abfeiflar, ubi una applicata augeri con- 
cipitur , mutationem patientur , & aliquot ejus etiam valores 
ante illum locum , quorum numerus pendet a gradu differentia- 
lium , qu* in ea formula n iniunt. 


C O R O L L. II. 


?. Quod fi ergo ifiiufmodi quantitas infit in maximi minimi- 
ve formula f7. dx , tum ejus valor differentialis non folum ab ali- 
quot abfciflx elementis , verum a tota abfcilfa , cui maximum 
minimumve refpondcrc debet, pendebit. 

C o- 
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4. His igitur cafibus abfciflam illam , pro qua maximum mi- 
nimumvc quarritur , determinatam cfTc oportet, atque curva 
qua:, pro hac abfciila, maximi minimive proprietate gaudere reper- 
ta fuerit , eadem pro aliis abfeiflis hac proprietate non erit pra> 
dita. 


S C H 0 L 1 0 N. 

5. Mox clarius diferimen, quod intercedit inter quxftioncs 
In quibus Z eft quantitas vel determinata vel indeterminata , 
perfpicieur, quando Problemata hujus generis fumus trabatu- 
ri. Pluribus modis autem tales quxflioncs poffunt variari , 
prout in maximi minimive formula fzdx, quantitas 7 . vel tan- 
tum eft funbio cjufmodi formula: indeterminata: n , qualem con- 
templati fumus , vel infuper quantitates determinatas , * , y , p , 
y, r, /, &c. comprehendit. Deinde in Z etiam ineffe po- 
terunt plures cjufmodi formula: integralcs indefinita: a fe invi- 
cem diverfie. Ad hos autem diverfos cafus una regula , fupe- 
rioribus jam traditis addita , fufficcrc poterit. Prxeipuum au- 
tem momentum pofitum eft in ipfa formula indeterminata n = 
f\_Z~\dx , pro qua hic pofuimus effe [ Z [] fimbionem de- 
terminatam ; quod fi autem hxc ipfa quantitas [ Z ] denuo cjuf- 
modi formulas intcgrales indefinitas complebatur , iterum pe- 
culiari folutionc erit opus. ' Quin etiam ifta complica- 
tio formularum indeterminatarum in infinitum poteft extendi ; id 
quod eveniet fi quantitas [Z"] denuo in fe complebatur ipfam 
quantitatem n, ita ut fit d[Z] = [L]dn 4 - [Mjdx 4- 
4- £P]dp + \_QJ]dq 4- -f- &c. tum enim 

ob d n = \_Z~\dx , kerum confiderari oportebit valorem d[Zj 
= [Ljd n 4 -\_M~\dx 4- &c. hicquc progreflus in infinitum 
continuabitur. Hinc autem methodus nafcetur ea refqjvcndi 
Problemata, in quibus curva quxritur maximum minimumve 
habens valorem formulx fzdx , quando quantitas 2 non datur, 

ut- 
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ut hailenus , five determinate five indeterminate , fcd tantum 
per arquationem difterentialem , cujus integratio omnino non 
poteft abfolvi : cujuimodi quxftio cft , fi quxratur curva , in 

qua minimum fit expreflio f ' ix x > exiftente d v =egdx 

— h v"dx ( j +pp) : atque ejufmodi quxftionum refolutia-. 
nem in hoc Capite quoque trademus. 

Propositio II. Pr]obiema. 

Fig. 4 . 6. Si Z fuerit funcho quantitatis indeterminata n , ita ut fit 

d Z = L dn , fitque n = f QZJ d x > txiflente d [ZJ = 
[A/]dx •+■ [ JV j d y + [P]dp +■ [QJdq + C i? 3 ^ r +■ 

&C. invenire curvam az qua pro data alfcijfa A Z habeat vale- 
rem formula fZ d x maximum vel minimum. 

Solutio. 

Pofita abfeifia A H = x , applicata H h = y , fit tota abfcif- 
fa A Z , cui maximum minimumve rcfponderc debet , = a , 
divifo igitur fpatio H Z in elementa innumera infinite parva 
HI, IJC, KL, LM, &c. debebit cfofZdx + Zdx-\-£dx 
+ Z" d x dx &c. donec ad extremum pundlumZ perve- 

niatur, maximum minimumve. Ad hoc efficiendum, quxrcndi 
funt valores diflercntiales quos finguli hi termini a translatione 
puniti n in v accipiunt, quorum fumma, nihilo squalis pofita, 
dabit arquationem pro curva qusfita. Quoniam autem muta- 
tionem ab n» oriundam non ulrra H verius A porrigi poni- 
mus , erit termini fZ dx valor diffcrcntialis nullus. Reliquo- 
rum terminorum valores differentiales reperientur, fi ii differen- 
tientur , atque in differentialibus feribantur ea incrementa , quae 
in Propofitione prxccdentc invenimus , ex translatione puniti n 
in i oriri. Erit autem 


d.Zdx 
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d. Z dx = L dx. d n 
d.Z'dx ~ L dx. dri 
d. i' dx = U dx. dri' 
d. z"'dx = L"dx.dri" 
d. Z s 'dx = Vdx.dri" 

Quodfi jam loco diffcrentialium dn , dri, dri’, dri" &c. va- 
lorcs fupra inv entos ex translatione punfti n in * ortos fubfti- 
tuamus obtinebimus. 
d. Zdx = o. 

d. 2 dx = nr. L'dx i . 


d. 2'dx 


n v.Udx' ( £3 — 4 . 7 : . 1 ± M. r ] ) 
'dx* </*’ y 


Z "dx m jj"dx 1 ( 3 [s'j+4'^s'] ■ grrl-fi^Tri-ftoMr i ^ 

'dx* dx 1 * ‘ dx ‘ ' 

v dx* dx 1 </x 4 

4fTl+ it^rr] + 2 oef//[r].+ lo^fr] ^ 

d**, = L“*-<ra - 

_ fi-+- / r s - '+«JA'! , i+^ry i | fT J +;/frrJ+ io^/[r] 4-ioiVrl+T.y j f7 i 

Z-^x-n,. 40 +^-Mj + ^ -SM) 

u J dx dx d X* d X* d X* 

d z'"'dx= n» L'V.vYrA^'1 j 4 ^] 


Sequentium fcilicet terminorum incrementa eadem hac lege pro- 
grediuntur. Addantur jam fenorum priorum terminorum incre- 
menta, prodibit terminorum Z d x d- 2 dx -f- 2 dx -f- 2" dx 
4- Z ' dx 4- £ dx incrementum totale = 


nf . rfv . ( £ w ro [orvir+ijrdw"] j mw+3- 

_ [S']A» + ^!\S']ddL" + 6 d!*djrs'] +<\T."d' M 

dx\ ' ' — 

Eolcri A/xv. & Mtn. M 


mddL'"+U\W'+ 3 L'"dd fn * 1 
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, r tVi+l' + urrV’t'4- to*M rr]^/L' 4- io^VTtI 4- rZ/^rrl x 
4 7? ~ j 

in qua cxprcffionc , quia omnes termini inter fc funt homoge- 
nci , jam indices numerici negligi poterunt. Sequentium autem 
terminorum L'"dx+L'"dx -f- &c. omnium incrementum erit = 

^can-tp + 

e 11" dx 4- L"" dx + L""dx 4- L* dx 4- &c. ufque in Z ). 
Hic autem pofterior factor definietur per integrationem for- 
mula* /L dx , qua: refpondet abfeifla: indefinita: A H = x ; po- 
natur in hac formula poft integrationem x=4, abeatque ea 
in H , erit H valor formula: fLdx abfciflx toti propofita? AZ 
rcfpondens ; a qua ergo fi auferatur /X dx , remanebit H — fLdx 
valor portioni HZ vel NZ rcfpondens, qui ergo loco 11" dk 
4-1»'"' dx 4- 11"" d * 4- &c. fubftitui poteft. Quamobrem tan- 
dem formulae f zdx valor diffcrentialis toti abfeiflie AZ re f» 
pondens erit = 

»• m —m+m} } 


4 -»r.dx(L[P]- 


[Q\JL+2U[Q) , 


** a 

+ 4- [5] . . . ; : 

dx' 

, r m4w r iom t],ul+ ioju i rri 

+ «/x 4 ' 

qui ad hanc formam commodiorem reduci poteft, ut fit = 

n>.dx([}T\ ( H — fLdx') — + 

#■[ l](H—fLJx) , d\[SjH—fUx) — fLdx\ . 

dx' 4 T? — Jj? 

qui valor differentialis, quoufquc occafio poftulabit, ulterius conti- 
nuari poterit : is autem, nihilo a:qualis pofitus , dabit aquationem 
pro fiyrva qysrfita. Q. E. I. 

eo- 
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7. Quoniam H — fLdx cft valor formula? fLdx rcfpon- 
dcns ablcifla? portioni AZ = 4 — x, fi ponatur AZ •-=« 
— xr=u, erit fLdu ille ipfc valor H — fLdx, quo opus 
cft» fiquidem fLdu ita integretur, ut evanefeat pofito » = o. 

C O R O L L. II. 

8. Quodfi igitur abfeiflarum initium capiatur in pumfto Z 
Ita ut abfeifla Z H ponatur = u , utque ubique ponatur at = 
a — u , prodibit xquatio pro curva intci^ coordinatas u Se y i 
hujufque curvae ea portio quarfito fatisfaciet, qua? rcfpondet abf- 
ciifa? A Z=<*. Interim notandum eft cum in ipfa maximi mi- 
nimive formula fzdx, tum \nf\_Z]dx } abfeiflarum initium in 
pun&o A capi debere. 

COROLL. III. 


9. Si ergo qua?ratur curva ad datam abfeiflam A Z relata 
In qua maximum minimumve debeat effefZdx; fitque Z func- 
tio quxeunque ipfius n —f£zjdx ■, exiftente dZr=Ldn & 
dlZ^lM^dx+lNyy+lPW + lQldq+lFldr+lkc. 
habebitur pro curva quxfita ifta xquatio : 


o =[X]fLdu — A-Wff" + 


itd.[Q]ruu A' rrorrJu . „ 

dx* dx' +<5CC 


ubi cft » —* — x , Se fLdu denotat valorem formulx fLdx 
portioni abfeifla: HZ = « relpondcntcm. 


C o R O L I. IV. 


10. Poflunt ergo vel bina abfeiflarum initia A & Z , binae- 
que abfeifla? AH=r, & ZH = » confidcrari, quarum illa 
in integrali/f z~\dx feu n, haec vero in integrali fLdx fpec- 
tari debet, vel unica tantum abfeifla AH=x; quo cafu, loco 

M 2 • fL d u 
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fh d a fcribl debet H — f L dx; denotante H valorem , quem 
prxbct formula /L d x , polito .v = A H = a. 

C O R O L L. V. 

it. Quia Z cft functio jpfius n tantum, ita ut nullas alias 
quantitates variabiles in fc complectatur , ob dz — Ldn, eri: 
etiam L fun&io ipfius n tantum. 

C O R O L L. VI. 

12. Si [z] elfct fun&io ipfius x tantum j tum foret nc= 
f\_ z~]d x quantitas determinata , atque funftio ipfius x , hinc- 
que etiam Z ; ex quo maximum minimumvc non inveniet lo- 
cum. Idem oftendit folutio ; fiet enim [V 3 = o, [K] =o 
&c. atque .Tquatio abit in idcnticam o = o» 

S C H 0 L I 0 N L 

13. ' Occurrunt hic nonnulli primarii cafus confiderandl , quo- 
rum primus eft, fi fuerit [z] funftio iplarum x Sc y tantum , 
ita ut fit d [ Z ] = [ Af] dx + [ A] dy. Quod fi nunc quxra- 
tur curva in qua maximum minimumvc fit formula fzdx pro 
data abfeifla AZ=4. exiftente z fiinftione quacunque ipfius 
J\ z 3 d x = n , ita ut fit d Z= Ldn ; habebitur pro curva 
quarfita illa aequatio o = [V] ( H — f Ldx ); erit ergo vel 
[V 3 =o vel H= /Ldx, fcuL = o; quarum a?quationum 
fi vel altera vel utraque prabeat lineam curvam, ea non folum 
latisfnciet Problemati pro abfeifla AZ = 4, fed etiam pro alia 
quacunque abfeifla indefinita x : id quod inde colligitur , quod 
ex arquatione , quantitas H, qua? pendet ab abfeifla determinata 
a , ex calculo cxccflerit. Quod autem fpcciatim ad aquatio- 
nem L = o. attinet : quia L eft fundtio ipfius n fcu /"[ Z 3 dx , 
fiet /[ 23 dx = conft. determinata: , quod nili fit [ Z~] — o , 
fieri nequit: bina: igitur aquationes hoc cafu fatisfacientes, erunt 
[#3 = 0 , atque [23 = 0. 

SCHO- 
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14. Deinde vero confiderari meretur cafus quo [ A^] evanef- 
cit i id quod evenit, fiQZ] fuerit fun&io ipfaruin at, p, q, 
r, &c. non involvens j. Ponamus efle [Z] fun&ioncm ipfa- 
rumx&/, atque <^[Z] = \_M~\dx + [_PJdp. Si igitur 
ponatur f\_ z ] — n > atque curva quaeratur, in qua, pro abf- 

cifla definita A Z = a , maximum minimumve fit formula fidx, 
exiftente Z fundlione ipfius n, ita ut fit dz = Ldn-, orietur 

pro curva quaefita ifla «quatio o = — <1 ' f f ^ ^ t ) ; 

ideoque Confl. =[P](H — fhdx'). Haec vero conflans, 
per integrationem ingreflfa , non eft arbitraria ; nam eam ita com- 
paratam efle oportet, ut pofito x =4 , quo cafu fit fL dx= H , 

fiat = o. Hoc autem evenire non poteft , nifi vel hnrc 

conflans ponatur =0, vel quantitas [ P ] ita comparata fit ut 
fiat = co , pofito x=±a. Priori cafu habetur vcl[P] = o, 
vel fLdx — Hy hoc cftL=o, fcu f\_ Z ] dx = Confl. fcu 
potius [Z] =0; pofleriori cafu autem , conflans tamen pro 
arbitrio non accipi poteft, nam determinabitur, ponendo* = <* 
— dx, co modo, quo cxprclfioncs qui certis cafibus indeter- 
minata? videntur definiri folent. Atque hinc perfpicitur in hu- 
jufmodi Problematis numerum conflantium arbitrariarum in fo- 
lutionem ingrediendum , cui xqualis fumi debet numerus punc- 
torum , per quae curvi fatisfacienti tranfeundum eft , non cx 
gradu differentialium judicari pofTe. Pervenietur enim farpe , tol- 
lendo per differentiationem omnes formulas integrales, ad aequa- 
tionem differentialcm altioris gradus, a quo nequaquam Proble- 
matis determinatio per aliquot pundla pendebit. 

Exemplum I. 

Si denotet n arc.m curva fy dx , atque Z fit funftio qua- 
cunque ipfius n , invenire curvam qua , pro data abfeifa = a , ha- 
beat valerem formula f Z d x maximum vel minimum. 

M 3 Quia 
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Quia cfl z fundio ipfius n; fit dz = Ldn, erit L fiindio 
Ipfius n=fydx. Deinde cum fit dn=ydx ; erit 
& ob d[Z\ = [A /] dx 4- \_N~\dy + [ P )dp -f- &C. fiet 
[ A/] = o , [iV] = i , [P ] = o , [Q_] = o , &c. unde pro 
curva quxfita hxc habebitur xquatio o — H — fLdx j ideo- 
queL=o. Hinc erit n=fydx = conflanti cuidam, porro- 
que y = o. Satisfacit ergo lola linea reda in ipfum axem in- 
cidens; idque pro quacunque abfeifia xque ac pro definita =a. 


Exemplum II. 


16. Si n denotet aroum curva = fd x\/ (i+pp) ejufque 
funclto quacunque fuerit Z ; invenire curvam , qua , pro data abf- 
cijfa A Z = a , 7/abeat valorem formula f Z d x maximum vel mini- 
mum. 


ObdZ = Ldn, erit L fundio ipfius arcus n; & ob</n 
== d x f ( i -f - p p ) , erit [Z] (i+pp) & [M]=o, 

[AT| = o, [P] = j j— + ip y £QJ = °> &c * unde pro 
curva quarfita ifla habebitur xquatio: o= — d. 


(.H — fLdx); hineque C = - y^ f +pp) ( H—fLdx ): 

ubi conflans C ita determinari debet, ut, pofito x=a, fiat 

C = - 77 — T - — — ; x o ; quare quia -r-. — r infinitum fieri 

VCi+pjO M ^ y/O+PP) 


nequit , necefTc e fi: ut fit C=o ; ideoque vel — - — : r = o 

„ vZ C » -H /»7» > 

vel fLdx=H. Fiet ergo, ex poficriorc xquatione, L= o , 
& n = conflanti cuidam : ex quo porro deducitur d n = 
dx \i ( i -i-pp ) = o , cui conditioni nullo modo fatisficri potcfl. 
Ex priore arquationc autem deducitur p = o, feu dy=o, qux 
cfl xquatio pro linea reda axi AZ parallela, qua: quxflioni 
pro abfcifTa quacunque fatisfacit. 


E X E M- 
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Exempium III. 


17. Denotet n fuperficiem fohdi rotundi ex converfione curv* ah 
circa dxem A Z orti , qua efi ut ( y d x \/ ( 1 4 *P P) > hujufque 
fuperfctct funttio fit quucunque Z , invenire curvum , in qua pro 
data abfcijfa AZ = a. maximum mmimumvc fit f Z dx. 


Ob dZ =Ldn , erit Lfun< 5 tio ipfiusn= fydxf ( i+pp)i 
&. ob dn = ydx f (1 4 -/>/>) fiet [Z] = 71/(1 +fp) j & 

d[Zj = dyf(i +/>/) + erlt CAf] = o»‘ 

i+pp); [P] = Y (\^ n y rcli< l ui v3lorcs 
[QJ 5 [ R ] * [<?] > &C. omnes erunt =0. Quocirca pro curva 
qualita ifta habebitur aquatio : o =(H — f L dx)f ( 1 4 -pp) 
d. .. {Ii — fL dx ). Ponatur > brevitatis gra- 


dx ' v'(» 4 -PP) 


da, H — fLdx=.V ; erit Udxf(i +pp ) = d. 

= yt ptlx q V3J2 — + yt*y ',(c\iVdx = 

V( 1 4-; > ?)^ ( 14 V(i4 -pp) 

r±lL + y pdy= IllL—jpLdx, obdV— — Ldx: 
14-PP ir i 4 -PP 

Ponamus efle Z = n, ita ut maximum cfle debeat fdxfy d x 
y(i4 -pp), erit L = i 8 cfLdx=x , atque V —a — x , 

ob H— a. Erit (a — x) dx — £ a 7r*)?d L — jpdx. Sit 

i4 -P p 

d — x=ui erit dx=—du,Sc dy=—pdu,zu\ae habebitur iftaxquatio, 

Ponatur »=e 8 cy=ez: erit du=e dt , &c ddu = o 

= r \ddt+dt* ) , fcu ddt = — dt 1 i pono dy=e ( dz+zdt ) 

tc ddy=^= t (ddz-k-zdtdz') } quibus fubftitutis , oritur 

dt 
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d,-^-,*d, --= Si' porro dc 

■ — s d t. y cnt d d t = — s' dz' = s d d d s dz , hincquc 


d dz = s dz' 

sdz zdz 


d S dz 


. .Habebitur ergo hac aquatio , 


t Zf Z dz——zdl 

, qu* quidem eft 

diffcrentialis primi gradus inter duas variabiles s & z tantum ; 
verumtamen ultra integrationem non admittit. Multo minus igi- 
tur quicquam edici poterit, fi in genere quaftioncm confideremus. 

S C H 0 L 1 0 N HI. 


) 


1 8- Hujuscxempli cafus , quo curvam invcftigavitnus , in qua 
maximum minimumvc fit f dx fj dx \J ( i -f -/■/>), ctfi in eft du- 
plex fignum intcgrale , tamen etiam per methodum prace- 
dentis Capitis poteft refolvi ; id quod ideo opera pretium eft 
oftendere , ut confcnfus utriufque methodi declaretur. Praci- 
pue autem hoc opere nova via patefiet refolvendi plurima alia 
Problemata circa maxima & minima , qua adhuc , quantum 
conflat , non eft tadta. Quaftio fcilicet eft , ut pro data abfeif- 
{?. A Z = rf, fiat maximum minimumve hac expreffio fdxfjdx 
V ( I +pp ) , qua tranfinutatur in hanc xfydx<J(i + pp) 
— fxydx y/ ( i -hpp). ,Uc hac forma reddatur maximum mi- 
nimumve, oportet ut ejps valor, pro abfciifa A Z =x, idem 
fit pro ipfa curva quafita az & pro eadem punfto n in * tranf- 
lato. Ponamus ergo fieri fy dx yj ( i +pp ) = A, Ci ponatur 
x-~a, atque eodem cnfu Jxy d x v ' ( i A- pp') — B. Jam , 
elementis inno inm»o tranfmutatis , valor A augebitur fuo va- 
lorc differentiati, qui, per Caput praeolens, eft =m. dx(>J(\+pp) 





V( « +Tf) 


); per eadem 


praccpta autem quantita- 


tis B valor diffcrentialis prodit ==nr. dx (x y' ( i + pp') 
— j~ x d. -- ). Quamobrem formula propofita 

fdxfjdxy/ ( i -H /’/>), tranflato pundlo n in e, proabfeifla AZ 
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= *> valor cxit.== a {A+mdx(f( 1 — d. ?-?- ) 

Vv 1 +P?) 

— B — nv (xdx f ( 1 pp') — d. ^ ) , qui aequa- 

lis cfle debet ejufdem formula' valori naturali pro abfeifla a, 
non mutato pundto n,.qui cft a A — B- Hinc proveniet ifta 

aequatio — xjdxf( 1 +pp') — d. = 0 •' 

quae omnino congruit cum aequatione in folutionc Exempli in- 
venta. 


Propositio III. Problema. 

19. Exi/lente nf unci tone integralt indeterminata f[Z]dx, ita 
ut fit <\{fL~\ ~ [Mjdx 4 -[Njdy+[P]dp-f- [ Q_ j d q 
• + [ R J dr &c. fit Z funflio quacunque cum hujus quantitatis 
IT , tum quantitatum determinatarum x, y, p, q , r , s , &C. it a ut fit 

d Z = Ldn-f-Mdx-f-Ndy + Pdp-f- Qd q 4 - R d r-}- &c. 

invenire curvam a 2 , qua ; pro data alfcijfa A Z = a , habeat rna~ 
xtmum minimumve valerem formula fZdx. 

SOLUTIO. 

Augmentum n ► , quod uni applicatae N n accedere concipi- 
tur , ira remotum a prima applicata H h capiatur , ut nullam 
mutationem inferat in valorem formulae fZdx abfeifla: AH ref- 
pondentem , atque tantum hujus formulae valores fequentibus 
poft H abfeifla: clementis rcfpondentes mutationes patiantur , 
qui funt Zdx, Z 1 dx, Z"dx, Z'"dx, &c. ufquead ultimum 
abfeiflae elementum in Z. Horum igitur valorum incrementa 
a tramlatione pun&i n in » orta , fi in unam fummam conjician- 
tur , &• nihilo aequales ponantur, dabunt aquationem pro curva 
quaefita. Incrementa autem horum valorum obtinebuntur eos 
differentiando , & loco differcntialium eos valores feribendo , 
quos fupra , tam in ultima Propofitione prxccdentis Capitis 
quam prima hujus, ex tranflatione n in v oriri invenimus : ita erit 

Euicri de Max. <jr Mtn. N d.Zdx 
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d. Z d x = dx (Ldn -j- A idx -f- V dy + Pdp -f“ &c, ) 
d. Z' dx = dx(L' dn' -4“ Af d x -f- A dy + P dp' -f* &c. ) 
d. Z "dx = dx ( Vdn " + Ai" dx + Wdy " + P "dp" + &c. ) 
&c. 

Quod fi nunc loco di/ferentialium dn, dn' , dn" Sic. dy ,dy’, 
dy", &c. dp , dp' , dp ", &C. dy , dy\ dy", &c. valorcs fupra 
inventi fubftituantur , & eodem modo, quo ante ufi fumus , in 
unam fummam conferantur, prodibit formulae fZdx pro abf- 
cifla A Z = 4 valor diffcrcntialis = 

m.dx C [-YK H—fLdx) — + dd[q](H^ U x) 

_ — fLJx) + d*.[S] (H —fLdx) _ &c ) 

J I xr dP ,ddQ_ d*K. d*S o v 

4- nu dx (N dx + dx i dx' + dx* &C ’^ 

Atque ex hoc refultabit aequatio pro curva quaefita haec 

o = i*] (H—fLdx) — 

dd.\ Q.~\( H — fLdx ) d'.\ K](H — fL dx) + &c; 

+ ji + 4 i§— 0 + j? ~ &c - “ bi n «” d ™ 

effe H valorem formulae /L dx , qui oritur pofico x = + 
Q. E. I.. 

G' O R O L L. I. 

ao. Regula igitur Capite praecedente inventa amplior eflrcd« 
dita ; nunc enim curvam definire poffumus , maximum minimumve 
habentem valorem formula fzdx , fi Z non folum eft fondio 
quantitatum determinatarum x, y, p, f, r, &c. fed etiam 
unam quantitatem integralem indefinitam f[ Z~\dx in fe com- 
plebitur : dummodo [Z] fit functio determinata. 

G o* 
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COROLL. II. 


at. Quin etiam fi plures hujufinodi quantitates integralcs in- 
definita: fuerint in Z; folutio ufurpari poterit. Nam qualis cx- 
preffio ex una ejufmodi formula indefinita in valorem differen- 
tialcm cft ingrdfa, tales ex fingulis, fi plures affuerint , nafcen- 
tur & ad valorem differentialem accedent. 

COROLL. III. 

22. Quoniam Z hic ponitur fun&io non folum quantitatum de- 
finitarum x, y, p, q, r &c. fed etiam quantitatis indefinita; 
Ti=f[_Z~\dx, ob dZ = Ldn -f- Mdx + Ndy -+- P dp + 
QJq-h &c. etiam quantitates M , N, P , QJkc. hanc formu- 
lam integralem n =/[Z] dx involvent j atque etiam ipfa quan- 
titas L , nifi forte n in Z unicam habeat dimenfionem. 

COROLL. IV. 

23. Hanc ob rem, in aequatione pro curva inventa, inerunt 
quantitates integrales duplicis generis, fcilicct /Ldx , atque 
J'[Z]dx : ex quo, fi arquatio inventa per differentiationem ab 
his formulis liberari debeat, ad multo altiorem differentialium 
gradum aflurget, quam quidem ipfa forma offendit. 

COROLL. V. 

24. Pervenietur autem, eliminando has formulas integralcs, ad 
aequationem differentialem duobus gradibus altiorem. Quod 
fi enim aequatio refultans , fi evolvatur , fit differcntialis » gra- 
dus; tum primo ex ea definiatur valor formulx f Ldx , & dif- 
ferentiatione inftituta, devenietur ad aequationem differentialem 
n+ 1 graduum , in qua adhuc inerit formula f\_T.~\dx, quae 
ulterius rcdudla, & a formula f\_z~\dx per differentiationem 
liberata , fiet differcntialis gradus n 2. 

N 2 
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1 

SCH01I0K L 

15. Etfi autem numerus punitorum , per quae curva quarfi- 
ta tranfire debet, a gradu differentialitatia pendet, tamen 
hoc cafu non per numerum n -j- 2 definiri potefl. ALqua- 
tio enim hac differentiatis 0+2 graduum , potcflatc quidem in- 
volvit »4-2 conflantes, verum ex non omnes funt arbitraria. 
Una namque conflans ex eo determinatur , quod intcg-ale 
f\_Z.~\ dx obtinere debeat valorem, non vagum, fcd talem qua- 
lem in quantitate z obtinet , hoc efl , qui evanefeat pofito 
•c — o, fiquidem hxc conditio fuerit in formula fZ d x aifum- 
ta. Deinde pari modo una conflans definitur formula f~L dx, 
qui, uti pofuimus, evanefccre debet pofito -v=o. Quocirca 
tantum 0 fupererunt conflantes mere arbitraria? , qux totidem 
prxbcbunt puncta , quibus Problema determinabitur. Simili- 
ter igitur , uti in pra?ccdcnte Capite , Problema , ut fit determi- 
natum , ita erit proponendum , ut inter omnes curvas per data 
» punita tranfeuntes ea determinetur, qua? pro data abfcifft 
x = a contineat valorem formula? fzdx maximum minimum- 
ve. Ad hanc igitur dijudicationem inflitucndam , aequatio 
inventa debebit evolvi ; hoc efl , omnes differentiationes indi- 
cata? aitu perfici debebunt; quo fiuflo, patebit quanti gradus 
differcntialia infint , ex hocque gradu habebitur numerus 0. 
Quantum autem infuper circa hunc numerum n obfervare liceat, 
in Exemplis fcquentibus videbimus. 

Exemplum I. 

2 6. Invenire curvam , qua, pro data abfeiffa AZ= 2, habeat 
valorem formula fyxdxfydx maximum vel mtnimum , integrah 
fydx ita accipiendo , ut evanefeat pofito x = o. 

Erit igitur n— fydx, & [ Z ] = y ; unde fiet [ # 3 — 1 > de- 
liquis litteris [ M~\ , [ P ] , [QJ , &c. cxiflentibus =0. Porro 
erit Z — yx n & dZ = yxdn +y ndx+xndyi ex quo 
habebitur L=j. x -, M~yn & N~=xn, P = Qj=R, 8 cc. 

— o. 
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== o. Ex his formabitur pro curva qu.rfita ifta aequatio ; o = 
(H-—fy xdx') -f-xn fcu fy x dx =. H+xfy dx , ubi H cft 
valor formula: fyxdx , qui prodit pofito x==a. Perfpicuum 
autem cft hinc nullam pro aliqua linea curva aequationem oriri: 
difierentiationc enim inftituta, Stdxfy dx=o , porroque = o, 
qui eft aquatio pro linea rcfta in axem A Z incidente. 

Exemplum II. 


27. Invenire curvum , /ju/t , pro dat a abfctffa A Z = a , Inde st 
valor em formula fydxfdxy/ ( 1 + PP ) maximum vel minimum. 


Quoniam igitur cft n = fdx f (t+pp) , erit [_Z"\ = 

v ( 1 +?/>') & qp] — ^—^yp ) : Porro crit z — y n & 

L=y; & N=m reliqua? litterae omnes evanefeunt. Hinc 


ergo refultabit ifta aquatio pro curva quxfita : 0 = 7^ 

d . l - + n fcu n ^ x — d ~ 


d X 

fydx)p (H fydx)dp 

V(i+PP) (1 + />/>)* 

- "/**<•+//)- - 
( 1 +77/ Quia igitur Rtfydx — H, pofito* = rf, eodem 


cafu Ectfdxf ( 1 +/>/>) = = arcui curvi abfcifTx 

a refpondenti. Qux conditio adimpleri debet per determina- 
tionem unius conflantis, qui per integrationem ingredietur. 
Eft autem adlu hic iquatio differentialis fecundi gradus, qui 
vero bis debet differentiati , antequam a formulis intcgralibus 
fydx Sx fdx v/(i +pp) liberetur: hocque modo ad gradum 
fextum affurget , & potcftate fex conflantes involvet ; quarum 
dux inde determinabuntur , quod fadto x = o evancfccrc de- 
bent formulx Jydx & fdx yj ( 1 4-/^). Ipfa autem iqua- 
tio ita fiet intricata , ut ejus tractatio fufeipi non mereatur. 


N 3 Exim. 
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Exemplum III. 

d x 

28. Invenire curvam . in qua pro data abfcijfa fit f-j-fydx 
maximum vel minimum. 

Hic erit n—fijdx , & [ Z ] = j & [#] = !; deinde 

cum Iit Z = — , erit L = — & P = — ; reliqua; lit-. 

. P * f PP . 

terar omnes evanclcunt. Hinc ergo prodit illa xquatio. o = 

H-f*l ? + - 2 - } feuo=ff— /*“ + 

''p dx pp J p p p p 1 dx 

Pofito crgOJf=4, quo cafu fit fy- = Hi erit y dx = 

— 2 ^. Differentietur ea xquatio, eritque o= — ^ * I — 2 -^f- 

-h- i+ i%£- yir '- seu ° = ’ n r - 

— n fddpi qux xquatio commode fit integrabilis , fi divida- 
. . 3 21 dx dd p 

turper npdp , prodit enim o= 2 — f j- 1 , cujus 


p n dp 

integrale cft C=3 //> = 2/n — / j£. Seu C n 1 d p = 


/>’ d x \ pofito ergo x = a , cum elfe debeat 


2 n . 


erit ex hac xquationc Cnjr=2/> 1 , qua una conflans definie- 
tur. Erit ergo n= ✓ = J dp> — fLp S™W—pddp 

_ 2 jJpy_d±_Jp } q UX xquatio eft differcntialis tertii gradus, 

& propterea prxtcr conflantem b ( pofuimus autem j,- loco C ), 
tres novas conflantes involvit. Harum una determinabitur , eo 
quod, pofito x =a, fieri debeat 2f = 2 pp; alia vero inde 

quod , pofito a; = o , cfle debeat n = o , fcu — = o. Re- 

dp 

liqux 




Digitized py Google 


AT> CURVAS 1 NPEN 1 END AS ABSOLUTA. 103 

liqux binae conflantes manent arbitrari*, ac propterea curva 
quxfira per duo data pundta per qux tranfeat, debet dctermU 
nari< 


Exemplum IV. 


2 p. Invenire curvum az nd ubjcijfnm A Z — a r elutum , in 
qua jf/fd x mMxmHm vel minimum. 


Hoc exemplum ideo afferre vifum eft , ut appareat quomo- 
do quxftiones cjufmodi fint refolvendx, fi dux plurefve for- 
mulx integrales indefinitae adfint. Sit igitur fy x d x = n & 
fydx—Tr: & pofiro dn = tZ]dx, 8cdx=[z]dx, erit 
[Z]=j.v, & [z]=y. Quod fi nunc littera minufcula [*] 
fimili modo traftetur quo majufcula [A], ita ut fit d[z~\ = 
[m]dx+tn~\dy+ [/> ] df> &c. erit [ M] =y& [#]=*, 

itemque [»]= 1 . Deinde cum fit Z= erit dZ= 

— Udil. Ponatur — = L & — 1-, atque habebitur 

■x x * ... 

ob N de P, Q_, R, &c. = o , ifta pro curva quilua xquatio, 

o = x( H — /— ) — 1 (i — rS^;,ubifit/i5==fl 

7 T T " 

— l>, fi ponatur x=a. Cum igitur fit Hx — 
xf— = h — f — ^ erit differentiando H — — — = — 

J nr -x x x 

— r . Pofito ergo x=u, fieri debet n^=xx. Differentietuc 
5 r 

denuo j prodibitque — H j x J 

1 * x x x x 


— x = hincqucn= r* — — . 

* y 

inftituatur, habebitur yxdx = xdx 4 - jxdx — 2 w dx + 


- n d y 
JJ 


, ic\iyydx = xdy, vel 1 ^ 


dx 

X 


y 


Si porro differ entia tio 

ix 2 n dx -+■ 

Quoniam vero , 


1 
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pofito x= o , fit x = o , fiet hoc cafu = o. Aqua- 
tio autem ^— x = " 7 , ob ydx=dx, integrata dat x = 
tt y 

by-, idcoquc fa&o x = o evanefecre debet y. Ex aequatione 
jr = by autem iequitur ydx = bdy; hineque x=-b ly— b /o, 
fiquidem x = by evanefeere debeat , pofito at = o ; quo ca- 
fu fieret y= o , & curva abiret in redam in axem A Z inciden- 
tem. Sin autem ponamus, pofito .v = o valorem x =fy dx 

non cvancfccre oportere, fed fieri = £c, erit , 

quae cft aquatio pro Curva logarithmica. Ad hanc penitus de- 
terminandam , quaeratur valor n =fy x dx ; quia eft ydx-z= 
b dy , erit yxdx = b x dy , & n = b x y — b x + Cenfi. feti 

n = bby l 2- — bby + C. Oporteat autem n efle = o, 


pofito x = o , feu y = c , erit n = bby / -2- -\-bb ( c — y) 


a:b 


hoc 


Jam ponatur x=a } erit / ~ = -^-, & y = ce 

vero cafu , necefle cft ut fit n = x x , feu x b c e n!> -\-bbc — • 

bbc e" > = 4 bc e'\ hineque t'° = i , unde erit, vel a — o, 
vel b—m. Incommodum hoc inde oritur , quod pofuimus 
fieri jj = o, fado x = o. -Ponamus igitur, pofito j = g y 

tum eo cafu n cvancfccre , erit n = bby l £ bby-\-bbg 

— bbgl Jam pofito x = 4, quo cafu fieri debet n = 
irx= 4 x ; erit ab c e'^ — b b ce’^ -f- bbg — 


1*- 


abce' b , hineque e' J =-^-(i — /— ), feu£ = ' 

e c 

idcoquc x= — . Qu* aequatio curvam 

penitus 


j'- b e 
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penitus determinans, ita ut nullum curvat punitum pro arbitrio 
accipi liceat. 


SCHOLION II. 

30 . Per hoc igitur Problema, non folum illa: quxftiones cur- 
vam pro data abfeifla maximum minimumve habentem formu- 
lam fZ d x defiderantes refolvi poliunt , in quibus 7. prseter 
quantitates determinatas x , j ' , p , q , r , s 3 dee. unam formulam 
intcgralcm n =f[7~\dx complectitur; fed etiamfi plurcs 
ejufmodi formulae affuerint. Interim tamen notandum cfl: has 
formulas intcgrales n = f\_ 7. J d x in fimliionc 7 contentas , 
ita comparatas cfle debere , ut [ Z ] fit funltio determinata , 
hoc eft fun&io quantitatum x . y , p , q, r, dee. nullas ultra for- 
mulas intcgrales involvens. Hanc ob rem , nunc invefligemus 
methodum refolvendi ejufmodi Problemata, quando ifta func- 
tio [Z] non eft determinata , fed prarter x,y,p, q, dee. for- 
mulam integralem novam x = f\z,~\dx involvit. Ne autem 
folutio nimium fiat prolixa, non ultra difforcntialia fecundi gra- 
dus confiderabimus. Jam enim intelligitur fi folutio fuerit ad- 
ornata ufque ad differentialia fecundi gradus, tum per induc- 
tionem , folutionem ad quofquc ulteriores gradus extendi poffe. 
Hunc in finem nobis erit Ll prima applicata defignanda per y , a 
qua tertia qux fcquitur N n — y" particula n v augeri concipia- 
tur : Ex hoc augmento nafcentur loquentia quantitatum y ,p , & q , 
cum fuis derivativis incrementa 


d. y = o 

d. y' = 0 

d . y ’ = 4 - nv 


d.p, 
d.p' , 
d.p’. 


+ - 
T dx 

» V 

dx 


d.q: 

d.q' 

d.q>’ 


+ 


11 v 
dx\ 


,2 ny 

+ dx x 


= -h 


dx l 


cJU® Tabella fufficict ad Problemata quxeunque refolvenda, uti 
ex fequente Propofitione intclligetur. •> 

Eulcri De Max. cr Mi». 


O 


Pro- 
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Propositio IV. Problema; 

3 1. Sit v — f [z] d x cr d [ z ] = [m]dx + [n]dy + [p] d p 
4-[q]dq, Atque quantitas [ ZJ it a invehat formulam wtepraUru 

ir, ut fit d[Z] = Zdx+[M]dx+[N]dy + [P]dp 
+ [Q_]d q. Jam pofito n = f[Z] dx, fit Z fiuncho ipfiarum 
x , y 3 p j q, itemque ipfius n , tt a ut fit d Z = L d n + Mdx -f. 
Ndy 4~ Pdp + Qd q. His pofitis , oporteat definiri curvam 
a z , qua pro data abficijfia A Z = a, habeat valorem formula fZ d X 
maximum vel minimum . 

SOLUTIO. 

Ut in Scholio prarcedcntc monuimus, 'eft nobis abfciflaAL 
= x, & applicata Ll=y; abfciflx autem AL=x refpon- 
deat valor fi Z dx qui a particula n v non afficietur. Ex quo valor 
diffcrcnrialis ex lcquentibus abfciflx clementis determinari debebir, 
quibus refpondcbunt valores zdx , 2?dx, z!'dx y Z" d x , 
Z n ’ dx , &c. ufque ad ultimum abfciflx totius propofirx A Z 
elementum in Z. Invenientur autem Angulorum horum termi- 
norum valores diftercntiales per differentiationem ; fubftituendo 
loco differentialium dy , dp.dq, valores paragrapho prxcedeife 
ti indicatos. Erit igitur 

d.zdx =dx(Ldn 4-f-— ) 

d. t'dx = dx(L'dri + -fid __ n 

V ■ dx dx' J 

d. Z” dx =rfx(LVn" + N'.», — i 

d. 2!"dx=dx. L'"dri " 
d.z"'dx=dx.L ,u dn N 
&c. 

Supereft igitur ut per n» definiamus differcntialia dn, dn r f 
dn' , dn" &c. hoc eft valores diffaentialcs quantitatum n , n' , 
n" i h" &c. Eft vero a=^ 
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n =yr zv* 

Tf = /[Z]</.v + [ Z~\dx 
n " =flZ]dx 4 [Zjdx + [z']rf\v 
n"=flZ^x 4 [zjdx + [z'Jdx 4 [z"ldx 
rt"—flZ~\dx + [Ajdx+CtJJx+t^Jdx + V-j^. 
&c. 

Ubi notandum cft quantitatis/[ ZJ dx valorcm diffcrcntialem 
eflc =o, eo quod particula n» nullam mutationem infert in 
abfciflam A L ad quam /[z] dx refertur. Tantum igitur ter- 
minorum diflfercntialium [Z]dx, [z']dx, [Z"]dx & c. va> 
lores differcntialcs inveftigari oportebit. Erit autem. 

d.[z]dx=dx([LJ dx 4- L%I^JL \ 

d. [ 2 ?] dx — dx ([L'] dx' + IQ±L — *[ . ?: l gr x 

dx dx 1 J 

d. [ZT\ dx = dx C [ Uldx v 4- [N". ] — ^ ) 

d.[Z"']dx=dx[L'"]dx" 
d.l^ldxx^dx. [L'' / ]dx ,v 
&c. 

Nunc porro definiendi funt valores differentialcs quantiratum xl 
^ j *’ > * j &c. pern», quos loco dx, dx , dx' , Sec. fubf- 
titui oportet. Cum autem fit x=f[z] dx, & in [c] difleren- 
tialia fecundum gradum fuperantia non ineffe ponantur, fiet 
valor differentialis ipfius x , Cea dx = o , ad fcqucntium autem 
quantitatum x ' , x ' , x" &c. valores differentialcs inveniendos , 
notafle conveniet efle 

* — f[z\dx 

* =/[*]</* -f- [«] </* 

J ~f{z]dx + [z[dx 4 [&']</* 

*£=/[«]</* + t*]dx + [z']dx + [z"]dx 
V ==/[z]dx ± [z]dx + [ z!]dx -t[z"]dx-}-[z"]dx 
Sic. 

O z Erit 


0 
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Erit autem 

d. [z^dx — »y- dx -W- 
d. £z']dx = »*. dx ( ) 

d. [t^dx^n*. <iv'([» ? ] — fjJ + fev) 

"] </*= o 
4 , .[a m ] dx = o 
&c. 

Ex his itaque obtinebitur 


</. 5T = o 

d. 7r' = « K. rf.V. 

d.v" —»y. dx ( j-J 
d. *'"=*>. dx( [✓]■ 


[<?] _?4tfK 

«i* 1 

</(>'] , \ 
■j* + J* 1 ' 

4>'] . M£l > 

'Ti + .<** > 


j / r * t ^fp'1 i 1 3 'j 
d.% = m.dx([_n ] ^ + jx» > 

omnefque fequentes valorcs inter fc erunt ^quales. QM fi 
jam hi valorcs inventi fubftituantur , erit 

d. [ Z] dx — 77 y. dx. 

d. [Z^dx—m.dx 

d.[Z']dx= »y.dxaU]dx (& — + [#'] 

_LtJ , L£K 

dx + d$ J 

i , 


P 
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i. [Z"] dx =*..dx. ct'"3 d* t [»'] — t9+ > 

d. [Z ']*=m. Wx. [L'”3 dx ( [»'] — + -'/jb 

d.l 2 '}dx=»t.dx[L]dx( C» ] + dx\ ) 

&c. 

Hinc porro deducitur : 


d. n' = n i.dx. 

. . 7 j.rrUU* Cll+ C21±J4I£J) 

^.n,’ = J**- dx l J 

«uviiVJ- [ ’ ] ' [t ' ] V [L ' }JW 

J. n”=... dxavn dx ([»•] — 4r + 'U 1 '» 

l sW» *(®,>+[n«(M- + tL- J) 

+mw- aua * s ^+t^]-© + ^> 

&c. 

Ex his jam orientur fequentcs determinationes : 

. £ 

d.Zdx = m.dx.-£i 

d. Z'dx = »v. dx ( L dx. g] — 

■rf,Z'^==w.<&(LVx([L']<fe.y + 7T~ [ J? * 

+**-£ + & 
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d. Z"dx = m. d x. L'"dx ([!*][/'] l>Vrz.' 1+217/1^ 


+ [^]‘ 


d x 

.& . dJ[ 4] 


-r~. + v 

dx dx* * 

d. zr , dx=zxv.dxL n ’dx([L'"]dx([J r ] — d -LO 4 , j±ljl ) 

+ [ if~\ [/] — [q]d[L 1 + 2 ^M?1 + [2^] — d p + Mi ) 

d.fdx = »,.dx.L'dx((tL"']dx + [V]dx) ([**] _ 4 - d^ } 

4_ [ U' ] [y] — r^'1.4- i\ L 'Kq\ + ^ + dJ[Q] 

d x dx d x* ' 

d.Z'"dx=xy.dx.L'"dx(([L"]dx+[V }dx+[L'']dxXW\— P + 

M-p+iL'] [p]~ + + [ y,j__4g] + 

&c. X d» 

Ut hi valores omnes co commodius ad fc invicem addi queant,’ 
ponamus brevitatis gratia [/;] = [V] — - OlJ 4 . 

~ -J * 1 + 

+ [AT] — 4- critque fumma omnium, hoc efl: 

valor differentiatis formula; propofit® f 2 ,dx , ut fequitur. 

» r. dx ( N~ d ~ 4 - ^ ) + n». ^L[P] — 

+ nt.dx. L[L][y]4-»». ^.r. [ HJ (L’"Jx + V dx+ Vdx 
+ &c. in Z ) 4 - » r. </x. [ h ] ( Vdx. [L"'ldx+ V dx ( rL'"] dx 
+ lL n ' 2 dx')+ v dxClL"] dk-\-V V]dx + CL''Jdx) 
+ L'yx([V"jdx+ [L"]++ [Ll dx+LVjdi) + &c. > 
Binar igitur hic habentur feries infinitx , a termino L1 ufque ad 
Zz progredientes, quarum illius L'" dx+V dx+lidx + kc. 
fumma exprimi poteft per H — f Ldx , denotante H valorem 
ipfius fh dx, polito x=x. Quo autem valorem alterius feriei 
inveftigemus, ponatur ejus fumma =S, itjt ut fit S=Vdx. 

IL’"} 
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[ L ] dx 4- L dx ( [ L "] dx -f- [ L" ] dx ) 4- &c. Sumatu r 
valor icqucns S' = S+dS. erit S+dS = L v dx. [L'"] dx 
+ L dx ([L + [ L' r ] dx ) 4- Scc. qui ab illo fubtradtus 

relinquet , — dS = L' u [L'"] dx 1 -f -V fL"'! dx 1 + L'" 
[ L'"]dx l -\- 8 cc. feu — dS=ZL'" 3 dx(L*'dx + L'Jx + 
L'" dx + & c .) idcoque — dS= [ L'"] dx ( H — /L dx),& 
integrando S = G —f^L^d x (H —fLd x) , conflante G 
ita aflumta , ut fiat S = o fi ponatur x =a. His inventis 
fiet valor diffcrcntialis formula propofita; fzdx — rrr dx (N 


- H + + * [Fl ■ - 


+ ( H fLdx) ([£] [/>] — 

*H»1 — -^ ] + ) + ( G—JtL-} dx{H—/L dx )) 


([»] — - ))• Haec expreffio autem in fe- 


quentem formam tranfrnutari poteft, ex qua facilius valor dif— 
ferentialis formari poterit , fi diffcrentialia altiorum graduum 
quam fecundi, tam in Z quam in [Z] & [*] infint. Erit fcilicet 
formulae fzdx valor diffcrcntialis abfcifl» A Z = a relpondens 


= »* dx (N — dL + + £S _ 

v - ~r , .* , , -r- . » 






&c. ) 


+ ([yj ( h — -fLdx — 

d‘.[JU(W— /W*) , ^.[S](W — PJx) „ . * 

i ' — &c.) + »v. ^ 

([»] (C 7 /U]^ (H — fLdx )) — J W ( 9 . 

d X 


MSgYc, — rrzw h—itm)) L l Wfa — /riwv — /w»)) 

dx i 2* 1 * 

+ &c.). Invento autem valore differcnriali , fi is ponatur =o 
habebitur aequatio pro curva quaefita. Q^E.L 

Co. 

- • - 
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C O R O L L. I. 


32. Inventus igitur cft valor differcntialis pro formula fZdx 
latius patente, quam quidem in Propofitione eft affumta: fcili- 
cct fi fuerit dZ =L dn 4- Mdx 4- Ndy + Pd/> 4- Qd q 
4- RdR 4- &c. atque exiftente dn = [ z ]dx, fi fitd, Z~\ 
= [L)dx '4- [M]dx 4- [ X]dy+ [ P]dp 4- r Qjrff 
4 -[_R~]dr 4- &c. itemque fi pofito dx = [ &~\dx fuerit 
d\_z~\ = [mjdx 4- \_n~\dj 4- [ p~\df 4- \_^~\d q + [/] dr 
4- &c. Quoticunque nimirum gradus diffcrentialia inlint in 
quantitatibus Z, [z] , & [*•] folutio data infervict. 

C O R O L L. II. 


33. Quod fi ponatur H — fLdx = T, & G — f[_E~\dx 
( H — fLdx') = V, erit valor differcntialis 




ilA 

Zx’ 


4 - &c. ) 


ax ax c ax 

4 - » r. dx ( [ N ] T— 4 - 




34. Hinc igitur arquatio pro curva qua: (ita erit hac , o == 
N 4- [tfj T 4 - M V — - (P + - + M r 4- ^ ( ^ + 

; — J~ 4 - T r 1 ; 3- c . cu j us pi-ogreflionis lex, fi 

forte opus fit pluribus terminis , lponte patet. 


C O R O L L. IV. 

35. Quin etiam hinc refolvi poterunt ejufmodi Problemata, 
in quibus Z non unam, fed plures iftiufrriodi formulas integra- 

lcs 
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lcs indefinitas n infe complebitur; vel etiam fi [z] plurcscjuf- 
modi formulas ■* -=.f[z.^dx in fe contineat. 

C O R O L L. V. 

36. Denique, ctfi pofuimus efTc [«} funbionem determina- 
tam , tamen per indubionem hinc modus patet valorem diffe- 
rcntialem formandi , fi ulterius [ c ] in fc contineat formulam 
integralem indefinitam. 

S C H O L I O N. 

37 . Latiffime igitur folutio hujus Problematis patet, quia 
non folum prcccdentia Problemata omnia in fc complebitur , at- 
que ipfi cafui propofito Cmsfacit, verum etiam per indubionem 
ad cafus qualefeunque magis intricatos accommodari poteft. 
Quod ut facilius percipiatur, ponamus in fi] infuper incite 
formulam integralem *• = f£dx, ita ut fit £ = f/] der -f- 
[m] dx -f- [« J dj + [/>] dp 4- iq~\dq -f- &c. exiftente 
d £ = u.dx -f- y dy -f- $ dp %dtj - j- &c. Jam ad va- 
lorem diftercntialem determinandum , prarter quantitates integra- 
les binas T Sc V , tertia debet definiri W-, ita comparata uc fit 

F — JT. l ]dx (G — f[L]dx ( H — /Ldx ) ) qua: 
evanefeat pofito x = 4. Hocqucfabo, erit valor differcntialis 

=n ,.Jx (_V+ [.Vj T+ [»] V + . IV — ‘'tHQT+W** 1 * 

+ “.Cfi+[_g]^+U] r+x<V _ Quasnobrcm no 

quidem maximi minimi ve formula excogitari poterit, qua: non 
in folutionc eflet contenta , aut ex talibus formulis compofita , 
ad quas ifta folutio patet. Quinctiam liceret hanc expreffio- 
nem in infinitum extendere , fi quarlibet formula indeterminata 
aliam novam formulam integralem indefinitam in fe complec- 
tatur; neque difficultas ulla adeffet, nifi in charabetum fulhcicn- 
ti numero fappeditando. Qua: cum ulterius profequi non fit 
neceflc, unicum cafum principalem evolvere conveniet, quo 
Euleri de Mas. & Mm. P in 
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in fonnuby'[Z] dx, quae valorem ipfius n probet, ipfa quan- 
titas [Z] denuo n involvit. Hoc enim cafu complexio iftiuf- 
modi formularum inregralium adu in infinitum progreditur ; 
namque li fit <?[Z] = [L]^n 4- [A f]dx + \_N]dy 4- 
[PJ df> 4- C 4- &c. erit hic iterum dn , quod ante 

fuerat dn , & quoniam cft d n = [ Z] dx , denuo eadem arqua- 
tio d[Z] = [LJdn 4- [Mjdx + [Mjdy 4- &c. recur- 
rit , atque ita tractatio formularum intcgralium nufquam abrum- 
petur. Cafum igitur hunc , cum quia infignem nobis afferet 
ufum, tum quia concinnam admittit folutionem, pcrtraftabimus. 

Propositio V. Problema. 

5 8- Si rr aliter non detur nifi per aquationem differentiata n dn 
= [] Z 3 d x , in qua [ Z ] , prater quantitates ad curvam pertinen- 
tes x j y , p , q , r , crc. ipfitm quantitatem n complcflatur , ita 

ut fit d[Z] = QL]dn 4- [M]dx 4- [N]dy 4- [Pjdp 
4~ C ] d q -f- &C. Sit Z functio quacunque ipfius n & ip far uni 
x, y> P» n» & c ■ ' tA ut f n d Z = Ld n 4- Md x 4- Nd y 

4- P d p 4- Q^d q 4- & c - invenire curvam , in qua , pro data abfi 
cifia AZ ==a, maximum minimumve fit formula fZ dx. 

SOLUTIO. 

Ponamus differentialia quar tam in Z quam in [ Z 3 infunt; 
fecundum gradum non excedere , ita ut particula n ► ultra abfeif- 
fx punctum L verfus initium nullam mutationem inferat. So- 
lutio enim nihilonwus hinc poterit maxime generalis confici. 
Sit igitur abfeiffa AZ = x, & applicata L 1 = y, patietur 
fZdx ab adjedta particula n» applicat* N n = y’ nullam mu- 
tationem , cjufquc valor differentialis erit = o. Quamobrem 
valor differentialis formula» fZdx , quatenus ad totam abfeiflam 
A Z extenditur, colligi debebit ex clementis Zdx, Z' dx , 
Z' dx, z'"dx, &c. Singulorum autem horum elementorum 
valoros differcntiales invenientur, fi ea differentientur, & loco 
diffcrcntialium dy, dy , dy" , dp, dfi , dp' ,Sidq, dq , dtf 

valorcs 
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valorcs §.30 indicati fubftituantur. Quoniam autem infuper in harc 
differentialia ingrediuntur d n, dn! , dn" , &c. ponamus eo- 
rum valorcs ex nr oriundos tantifpcr, donec eos inveniamus , 
eflc hos : 

d rr = n v. dn "' = nv. d dn" = nv.11 

dn' = nv. C dn' ' = nv. t dn"' = nv. § 

d n 9 = nv. y dn' = nv. £ . &c. 

Hinc itaque erunt valorcs diffcrentiales 

d.Zdx = nv. dx (Z* -f- ) 

d.tdx = (z'£ -{- > 

dx d X 

d.t' dx = + -jfr ) 

== nv. dx L‘"d 
d.Z! s 'dx = nv. dx L''t 

d.fdx = nv. dx. L' £ 

&c. 

Ut nunc valorcs littcrarnm « , fi, y\ d, e, Scc. definiamus; 
notandum eft efle dn, dn' , dn" , &c. valorcs diffcrentiales 
quantitatum n , n' , n" , &c. Eft vero 

n = f.[ z ~\dx 

n' =f[z-]dx + [Zjdx 

n " =f[Z]dx -f- [Zjdx + [ Z'Jdx 

ii" — f [Zjdx + [Zjdx + [Z’jdx + [Z"Jdx 

&c. 

ubi f[_ZJdx, per hypothefin , a particula nv non afficitur. Va- 
lores igitur diffcrentiales formularum [Zjdx, [ Z' } dx, [ Z"]dx Scc. 
funt inveftigandi , qui erunt 

P < 2 - d. [Zjdx 
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S.[ZJJx = »y.dx([L]* + ) 

d.[Z'Jdx == ny.dx ([£']e + W — 


2 tQl 


dx 


dx 1 


) 


+ c^- -g + jgi 5 


J.[Z"Jdx = nv 

d.[Z' f, ]dx = nv. dx [L'"]d 
d.[Z ,w ]dx = n*.dx. [ L' u ] t 
d. [ £' ] dx ny.dx. [ L 7 ] £ 

SiC. 

Ex his igitur erit ut fcquitur 

d n — et 

dn' = n*. dx ([_L~]ct -f- ) 

dn* = «y.dx.aiiet + |>']g +L-r± — IGh kiftg]) 

dn" = np.dx ([!]«+ [L'K4-[L*]y4-[tf*;|— ^ 

. msi “ 

+ dx 1 ' 

= »y, </x[L]« +[L'] G + [ 4- [ L'"] <^4- [y 7 ! 

dia. 4 . ^^x?] \ 

dx ^ dx * ' 

= »,.,/* ([LJ« 4- [L']G+ [L"]y 4- [L'"D ^ 
4-[L'' / J*+[2V"]~ ) 
&c. 

His comparatis cum valoribus aflfiimtis, erit 


C =[JL]«^+L 


[&] 


dx 


y = </* ([10« + [!/]€ + Tx ~ L ^- ^ - 2 / [£ l ) ^ 
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* = d x ([L> 4- [L']e 4- [L']y 4- 

^ </-c 2 ' 

* = dx ([L]« 4 - 4- [L"]y 4- [!/"]/ + [A’’] 

d[F] , jUtgl j 
IT + 37? ' 

&c. 

Ex hifque xquationibus elicitur : 

a. = 0 


y = [L'] [QJ 4 - [P']_ LSl+jlALZJ 
d = [L'][QJ 4- [ L " ] [L'J + C^H [?']'* 

— [L" ] [QJ — i[E" >[QJ4-[AP ]*— <Fj 4- 

fcu/ = [L"]CL'] [0*4- [L*] [P')dx — [QJ^CL'3 

— aCi^Maj + C^n^* — '[*’'] + ^7^ 

qui valor ipfius d notetur , eritque porro 

= ^(14-CL'"]^) 

— J ( i4-[E" / ]^x-)(i4-[L , ']</x) 

= ^(i4-CL' , '^^)(*4-LL''']^.v)(!4-[L v 3^a;) 

&c. 

Cognitis his valoribus, crir valor diffcrcntialis elementis Zdx 
4 - z' dx 4 - z" dx refpondcns 

= »y. dx ( N — —■ 4- 7 ^? 4-E[L][Q] + ^ 

[■Q] 4 - zLd[ ^ Sequentium autem elementorum om* 

d X 

nium ufqucad z valor differcmialis , fi ponatur V = [L 2 3 [QJ\ 

P 3 ' 4-C-^l 
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+ [io [ P] - +x-<jp+ 

*! j 3 - 2 . , fcu d = Vd x , erit fequens : m. dx {L"'dx + L"' d x 
(i + [L"]^) + L"^*( 

( i+[£'"]^) (i + [f' w ]^)(i+[L w ]^) + &c.)^- 
Quamobrem hujus fcrici fumma eft indaganda ; hunc in fi- 
nem , feribamus L loco L"' , & [L Jloco fitque fum- 

ma , quam qu.rrimus , =-- S : erit S = L dx -+- L' d y x ( i 4. 
[L]dx~) 4 - L" dx ( 1 4 - \_L~\d x ) ( r-f- [£']</ x) 4 - L'dx 
( 1 4 - \_L~\dx) ( 1 4 - [D ] dx)(i + [L"]dx') 4-&c. Jam 
ipfius S fumatur valor fequens S'= S 4 - dS erit S 4 - d S= Ldx 
4- L H dx ( 1 4- [L’} dx ) 4 -L"'dx ( 1 4- [£'] dx ) ( 1 4- [ L * ] dx) + &c. 
Hineque — dS = Ldx + U[L]dx' 4 - [L] dx. L' dx 
( 1 4 - [ L" ] dx ) 4- [ L ] dx. L '" dx ( 1 4- [ L' ] dx ) (i 4 - [L'*&) 
4 - &c. qux feries cum ad priorem reduci queat , erit — d S 
= Ldx +& QLJ dx, five ob £'=$, rfi 1 +J[L] rfx = — 

Ldx ; qux integrata date L S=C — /< i^x, 

qux conflans C ita debet accipi, ut pofito x =4 fiat . 9 = o. 

Hanc ob rem erit valor illius fcrici S — e f L ] * 

(C — Ldx'). Ex his igitur formulx propofitx 

l n 

fZdx orietur fequens valor diffcrentialis : nv. dx ( y — 

+ — i£Xi±±isjm 

+*(u- ]t a] + txi[F]- 

4- [tf J — ) ), qui tranfmutatur in hanc 

formam commodiorem , » v. dx ( N — 4 - "f* C $ 

_i_ ^ f \ Hinc autem formari potefl valor 
d x dx 

diffcrentialis formulx fzdx , fi tam in Z quam in [Z] differen- 

rialia 
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tialia ad gradum quemcunquc afiurgant. Ad hoc efficiendum, 

fit valor formulx integralis fe^ L ^ x Ldx , quem obtinet, fi 
•v = a ponatur , =H, ac feribatur , brevitatis ergo, V loco 

hujus expreffionis e ^ L J ( // — f L J ‘ l x L d x ) , crit- 

que valor diffcrcntialis *= m.dx ( # 4- [ JV] f' — — — 

+ “UMQU - gJ£) + &c . ) Atque* hinc 

pro curva quxfita orietur ifta xquatio ,o=JV-}-[JV]j^’ — 
d(P+lP]Vj , M(n+[Q_]V) A' ( B + f R 1 r ) 
Ax 3** i/x' 

+ — &c. &.E /. 

C O R O L L. I. 

39. Infcrvit igitur ifta propofitio ejufiTiodi Problematibus refol- 
vendis , in quibus maximi minimive formula fZ d x talem in 
fc continet quantitatem n, qux nequidem formula intcgrali ex 
quantitatibus ad curvam pertinentibus .v , y, p, <j , r, &c. ex- 
hiberi poteft , fcd cujus determinatio pendet a refolutionc atqua- 
tionis diffcrcntialis cujufcunquc. Habetur enim d n = [ Z ] d x, 
atque [2] ipfam quantitatem n utcunque in fc complefti poni-? 
cur. 


C O R O L L. II. 

40. Cafus hic notari meretur , quo cft L = [L], quippe 

quo fit formula L d x integrabilis , intcgrali exiftente 

f[L~\Ax j r r . /[£]</*• 

= L J . Quod fi ergo, polito* =4, abeat c m. 

H } fiet V=Ht~' f[L]dx —1* 


' C *j- 
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COROLL. III. 


41. Cafus hic potifllmum locum habet, quando curva qua:- 
ritur , in qua Iit ipfa formula n = f[Z~\dx maximum vel mi- 
nimum. Tum enim fit Z~[zj, & hinc L = [L^, M 
= [Af], # = [#] &c. Hinc itaque erit valor ditfcrentialis 


= Jx (II[N]e~ f[L]d * - J - H 




A A Hl Q~\ e' 


-fZLld* 


Scc. Atque aquatio pro curva erit 


o=[A^]<r ft L ^ dx 
— Scc. 


A_[P] 


—RLldx 




— /ZLldx 


Ax\ 


COROLL. IV. 

42. Quia ex hac arquatione quantitas Ha data abfeifla AZ 
=<* pendens per divilionem eft cgrelTa ; patet his calibus cur- 
vam uni abfeifla: fatisfacientem , eandem pro omni alia abfcilfa 
cHe fatisfadhiram : ita ut hxc Problemata fimilia fint iis, in 
quibus quantitas Z eft funttio determinata. 


COROLL. V. 


43. Si ergo quantitas n = f[Z]dx debeat efle maximum 
vel minimum, exiftente d[ Z] =* [L ]dn -(-[ M~\ dx-±- [Af] dy 
+ \_P~]dp + [ dtj -f- &c. curva poterit exhiberi, quae una 
pro quacunque abfcifla illa proprietate gaudeat ■, ejufquc natura 

exprimetur haexquatione : o = QV] c ^ jf - - - 


+ 


dd. [g] 


—fZLUx 

7P 


— Scc. Ex qua infuper , evolutis fingu- 


lis terminis, quantitas cxponentialis e d[L]Ax * at q UC a deo 
ipfa formula intcgralis f\_U\dx excedent. 

s C HO- 
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44. Ufus hujus Propofitionfs eximius eft: in quarfHonibus ira 
comparatis, ut quantitates indefinitas in iiscontentx per formu- 
las integralcs exhiberi nequeant , verum conliruCtioncm atqua- 
tionum diffcrcntialium poftulcnr. Atque hxc folutio perinde 
valet, five una hujufmodi quantitas n infit in formula maximi 
minimive fzdx five plurcs; quod fi enim plurcs infint cjufmo- 
di quantitates n , plures etiam habebuntur valores litterarum L. 
[Z.], [A/], CP], &c. atque etiam littera: V— 

e — fe^ L ^‘^Ldx')\ qui omnes arqualiter , eo 

modo quem invenimus , in valorem differcntialem formula: 
fZdx introducti prxbebunt «quationem pro curva; fimilisque 
omnino tra&atio erit , ac fi unica tantum adeflet. Quoniam au- 
tem littera ifta n , cujus valor abfolutus per quantitates ad cur- 
vam pertinentes exhiberi non poteft, in omnibus fere terminis 
manet; «quatio pro curva, qux invenitur, non folum ex litte- 
ris x, y, j> , q, r, &c. conflabit, fed etiam ipfam eam quan- 
titatem n , aliafque formulas integrales plerumque ab ea penden- 
tes, uti J\L~\dx Sc fLdx , involvet. Quare ut «quatio pro 
curva pura, quae tantum litteris x, 7,/, q, &c. contineatur, 
prodeat, oportet cum xquationc inventa, poftqiym a formulis 
integralibus f[L]dx ScfLdx eft liberata, conjungi aequationem 
dn = £ Z~\dx , cjufque ope valorem n eliminari. Qtianquam 
autem hoc modo ad differentialia ahiorum ordinum pervenitur, 
tamen non totidem indic cenfcndx funt conflantes arbitraria:. 
Nam tam ipfa «quatio dn= [Z]dx, quam reliquas anteriores 
aquationes, certam requirunt determinationem, unde plurcs conf- 
tantes determinabuntur. Cacterum notandum eft veritatem hu- 
jus Methodi comprobari polle per praecedentes, quando «qua- 
tio dn = £ dx ita eft comparata ut integrationem admit- 
tat: tum enim eadem quatftioncs per Methodos ante traditas 
refolvi poterunt , indeque confcnfum obfervare licebit. Ita fi 
£ Z~\ tantum ex x & n conflet, tum certum erit n efie fiindio- 

Eulcri de Mas. cr Mw. Q nem 
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nem quamdam ipfius x determinatam, atque folutionem ad Ca- 
put prxcedens pertinere. Idem vero haec folutio patefaciet , 
cum enim fit hoc cafu [#] =o, £P]=o, [££J=o,&c. 

aquatio pro curva erit o = A — + j-»- — &c. qu® 

eadem per Methodum priorem obtinetur. Ufus autem hujus 
folutionis clarius per aliquot Exempla declarabitur. 

Exemplum I. 

4 5 . Invenire curvam , in /jua fit maximus valor ipfius n , exif 
terne d n = g d x — «n 11 d x y'' ( i -f- p p ). 

Qusftio hac occurrit quando quaeritur curva , fuper qua gra- 
ve in medio refiftcnte fecundum celeritatum rationem 2» plica- 
tam defeendens maximam obtinet celeritatem : denotat enim 
n quadratum celeritatis , Scg vim gravitatis fecundum dire&io- 
nem axis A Z exertam. Pertinet itaque h®c quiftio ad cafum 
Coroll. 3 4 , & 5 expolitum , quo erat Z = [ z] = g — 

«n” \l( 1 +/y>) » atque adeo curva uni abfcilfic fatisfaciens pro 

omni abfcilTa «eque valebit. Cum igitur fit dZ — — a» n' 1 

dn VC 1 +pp) — ^ , erit [L]= — ««n" - ” 1 

VCi+AO, [A/j = o,[iV] = o,[P] = — ^7^; 

[ Q] = o , &c. Unde pro curva qyarfita ifta invenitur xquatio : 
o== — J.[Ple~~^ L ^ dx , fcu [P]e~ f[L]d *=C; hinc- 
ejue — f\_L~]dx = lC — /[Pj,& iL]dx=^. Subfti- 

tutis ergo loco [L] & [ P ] debitis valoribus, erit /««n* 1 

dx\J +/>/>) = 4 - /C — / — 4 — l n n — lp + N (j.-\-pp ) ; 

hineque «»n ,J 1 dx yY 1 4 -») = UdU di j £i?L_ 

' ■ n e ^ (i + re) 
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= i feu o = + * » n" dx y'( i +pp) 

pCi+w) n 

^ n ^P— . Qux aequatio , ut eliminetur n , conjungenda 

eft cum hac dn -+- «n ” d x <1 ( t ■+- pp ) — g dx ; unde ftttim 

nJp H&JxCt+fp) n „„ 

fit o==»gdx + « n dp . t-um 

igitur curva fuerit inventa, hxc aequatio ftatim prxbct celeritatem 

corporis in quovis curva: loco. Ponatur crit n =*= 

ft(i+f>p')& dn—pdt ( i + 3 pp') ; hine- 

que obinebitur ifta aquatio ,pdt(i+pp)-i-tdp(i+ipp') 

at> » /” + I ( i +PP y + ^dp tdp . 

a P — > — - -1 =o. oufe tranfinu- 


»<? 


+ =o, qua tranfinu- 

. . npdt(\+pp)+tdp(n-\-i + i»pp') , 

„,»+V + '0+„)“ +T ~ ~ ’ 

ujus integralis eft 


,<V +, c i + »•>"' 


- 


+ 1, feu ,? = (« + £/-) r p (i + ??') x > hineque 
"S 

t — 1 — Erit igitur dx = 

i — • I : 2 n r - 


P C I +//' ) 
— dp_ 


‘ ^(«4 -C/) 


»/>(!+/’/) 


— dp 


' l:%n v 


8c dy =: 


»C i +/’/>) 


I : 2M » >1 

V /7 

<5 


( « -J- ) 

; hineque n = 


(«+e/> 


„ -r. . 1 y dp gv(i -rpp) 

fS^±Lj. En. ajo *— V V+CV * 

r ^ dp „ £y/(' +PP) 
atque y = — fyzfjp d T+C? ’ 

Hinc apparet quantitatem n fuper curva nulquam cflTe pofll- 
= oi hanc ob iem, in curvx initio n jam habebit certum quern- 
ei 2 dain 
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dam valorem. Ut autem indoles curva magis percipiatur, ex 

aquatione n = — j + ? I[) p atct valorem ipfius dp 

ubique negatimm effe oportere , ex quo curva verfus axem 
erit concava. Quia igitur valores ipfius p recedendo a curva 
initio dccrcfcunt , in ipfo curva initio p maximum habebit va- 
F‘S ■ lorem. Hinc ponamus initium curva ibi, ubi cft p=oo. Sit 

e'go A P axis curva verticalis , in cujus direftione vis gravita- 
tis g corpus deorfum trahat , atque in initio curva A fit tangens 
horizontalis A a : ibique corpus motum fuper curva incipiat , 
celeritate,cujus quadratum fit = l>. Erit igitur, pofito p = oo, i>= 

y , atque Qb n ~g, fcu C = -*- u . Porro ad uniformitatem 


confcrvandam fit « = — . Quod fi jam curva quafita fit 

K 

A M , & ponatur A P = x , P M =y , & dj = pdx ; erit in 

M celeritatis quadratum xi — bk — ^ atque ubi tan- 

y, 4-/^. p 

gens curva fiet verticalis, ibi erit celeritatis quadratum 
Curva autem conftrudtio ita conficietur, ut fit 

* — H r_Jj— D 1 + PP) s. - 

Vg 7 p(t+PP) V b a +g(‘p 5 

* g\/(. * + Pp) 

r M+ft v + 

Deinde commemorari meretur lingularis proprietas , feu re- 
latio inter corporis defccndentis vim centrifugam, qua cft 

rad. 2 oiculi * & vim n0raialem W* cft ^+?)‘ Q - U ° d fi ^ 

vis centrifuga = 2 n ponatur = F, Sc 

dx( i + PP y 

vis normalis N = G ; erit, ex aquatione n = — ■ 

VO + pp) 

fcu —jndp __ = * ”jp h *crela- 

dp V(l +ppy 


- H r dp 

7 ng J 1 + 


d*(i +pp) 


tio 
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tio inter vim centrifugam F Se vim normalem G, ut fit F = 
m G : ncmj>c vis normalis fe habebit ad vim centrifugam ut 
1 ad 2 n. Corpus in A data celeritate motum inchoans defeen- 
dendo fuper curva AM, in quovis loco M abfeifla» AP rcfpon- 
dente majorem habebit celeritatem , quam fi fuper alia quacun- 
que curva eadem celeritate initiali defeendiflet. Evolvamus au- 
tem binos cafus principales ; 

Sitquc i°. refiftentia quadratis celeritatum proportionalis 
erit »=!, & F = 2 G. Pro curva autem habebitur : 


= —bkf 


dj> 




& 7 — — bkf 


Ul 


(.b+£{P ) V (»+/'/') ’ 


itemque arcus curva: AM = 


■Ikf- 


it 


zC+k/ ! ^jj£ . 

p 


p(b+£ltf>) 

Ponatur arcus AM = s, qui cum evanefeere debeat pofito /> = o 0 , 
il ^iP^ * hincc I uc eS! Ii S i j>=b+gkf,8c/>=i 
= Unde otimrldx g kdy = g ke s '^dy. 

« A! 


erit s ■■ 


Erit autem porro ex aquatione , = — 

integrata 1 = ^ + (b+ </ (b b+ggkkl) : 

° V.^+akk) ikbp — ■^+v / (^ +ggkkX* +pp)) 

2®. Sit refiftentia ipfis celeritatibus proportionalis, fiet » = | 
8 cF=G, hoc cft vis centrifuga vi normali erit aequalis. Qua: 
bin« vires cum fint contraria , quaefiro fatisfadet ea curva , qua: 
a corpore fuper ea defeendente omnino non premitur. Erit autem 

* = — 2 gbkf - p 


&; = — 2 gbkf 


/> C V b +gpV k)' 

in. 


2 by/k . 

(V b + gp y' {) x -tgp 1/ i’ 

gydyVk 


hineque ydxy/b+gydys/k—2bdxyJk,Si dx= i hineque 


integrando x = — gyj A- 4- 2gkl 


; - ,y * --W,. Haec er- 
— 7 v b 

Q. 3 g° 
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go curva non folum per Logarithmicam conftrui potcft, verum 
eft portio ipfius Logarithmicx obliquangula-. Erit fcilicet ipfa 
curva projecioria, quam corpus in hac refiflentiar hypothefi 
proje&um libere deferibit. Hxc convenientia ex eo patet , quod 
curva a corpore moto nullam infimet preilionem , qua; cftpro* 
prietas curvarum libere dcfcriptai um. 

Exemplum II. 


46. Invenire curvam in qua, pro data abfeiffa x — a, minimum 
fit i fla formula f } c xijlcntt dn = gdx — «n"dx 

V(i +PPJ- 

Qunrftio hxc congruit cum illa , In qua requiritur curva , fu- 
per qua corpus defccndens , in medio refiftentc cujus refiflcn- 
tia eft ut potcftas exponentis 2 « celeritatis, citifltmc arcum 
abfciflk a refpondcntcm abfolvit. Denotat enim hic g vim 
gravitatis fecundum directionem axis follicitantcm , V n celeri- 
tatem corporis in quocunquc loco , & « n“ rcfiftentiam medii 
ipfam. Erit itaque Z = ^ , & hinc d Z = . . . - 

— dn^(x + mO — unde erit 

2nVn V iut + ff ) 2 n y/ n 

M — o, N=o, P== — - — r Porro erit [,z]=g 

V n(i +tp) 

— «n” V(*+pp)> Sc d[Z} = — ctnri 1 1 d n v'(i +/>/>) 

— « n p d p . unc Jc erit [ -£• ] = — *» n" 

Vl*T tPJ 

[At]=o, = o, & [P]= Ha- 

bebitur ergo V -= t ** ‘ * 11 ^*V(r+PP 

x( r e <* It f n"~‘dxf Cl+n) dx\l( i+n) v ■ 

u 2 n y' n 

deno- 
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denotante H eum valorem formula: ; 

r *«/n" 1 dx y/ ( I +/V) dx\J ( I +p p ) , . 

f' "iny/n qUCm obtincC 

fi fit x — a. Namque V evancfccre debet pofito x =±x, cft- 

que dV = «nVn n ~-'jxy/(i+pp) 4. 1 + *.? 

Ex his pro curva quarfita obtinebitur ifia aquatio :d.(P + [P] V) 

= o , & P + [ P] V = C, fcu V— £==£. , Subdituris er- 

go valoribus debitis, erit e* n ^ x V(i + /’/') 

x rr e — «»/n” 4 1 dx y/ { 1 + pp ) dxy/(i + pp) ^ 

2 n v' n J 

= r Quare conflantem Cita determina- 
«n pi/ n 

ri oportet, ut pofito x—*, fiat C = ^'(i+ppj * Cum 

autem CnV — Cv/( crit d v __ 

* n d n an p 

— (»+lVn . nCdns /Ci + pp) . Cdp 

n * t ‘ n f 1 

an v n ^ «n p «n ?V(i+ff) 

— + PP) . »dxy/( r +pp) » c( 1 + pp)dx . 

2n ^ n nvn pn s 

in fubfidium vocata arquationc dV = « n V n‘ 1 dx\I(i+pp) 

+ ‘ lx ^ 1 i~ p/> ^ .Cum autem fit dn=gdx — « ri“ dx . 

*^(i+//)erit— *- c i 4 *k. + n> . 

' f ‘ ' r 1 » + ‘ • • • 

«nvn «n p 

4- —— Cdp =0, feu = p‘+OS'i* 

an pWii+PP) P V C I +PP) - nVn 

— » Cjdx^C 1 + ?'/>) . Quod fi jam ha:c arquatio cum illa 

dn —gdx — «ri 1 ' dx v 7 ( 1 -f-//) conjungatur, poterit eli- 
minari 


i:S 


DE~M ETH07) 0 MAX. ET MlN. 


minari quantitas n , hocque pa£o inveniri xquatio pro curva 
quxfita. Hoc autem modo calculus fieret maxime rxdiofus , ac 
minime tra&abilis. Adminiculum vero fummum afferet ultima 

xquatio in hanc formam tranfmutata : ■ — — 0’+i lix \/( l +PP ) 

SP nvo 

u Cd x( i -\-pp ) . ^ . 

— — - — . cui exprefliom ante xquahs efle inventus 

eft valor ipfius d Vi erit ergo dV — C - p - 8c V — D 

SP P 

c t CV(I -f* ppy i . . i. t 

tt ~ — ~ — ~ - Jam igitur habemus duas 

^ « n V n a n' p * 

xquationes lias C ~ p = (>' + ?) VCi +pp) 

SP n V n * 


I cHi+ pp) 


> ‘CJx( i + pp) ^ aD _ *£ _ 

np 3 p p n . - 

n^n n / 

hx quibus fi eliminetur n , habebitur xquatio inter p & * ejuf- 
modi, ut nufquam at fcd ubique tantum <^x occurrat , ex quo 
illa xquatio poterit conftrui atque adeo ipfa curva. Vel faci- 
lius expofteriori xquatione determinetur/ per n , hicque valor 

in xquatione fundamentali dx= —2 fubfti-« 

i — « n” (i +pp) 

tutus , dabit valorem ipfius x per n , erit fcilicct x = 

/ 4 / 1 ~ - - atque j—f frf; ;• • 

S — «n S(i+pp) g — «n V (x +/»/>) 

Conftans autem Z? ita debet accipi, ut pofito x = a, quocafu 

P n I 


fitC 


v/ n ( 1-tpp) 


, fiat D = 




, fcuturacflc 


debet — = £/. 
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47. In his igitur duobus Capitibus , Methodum expofuimus in- 
veniendi lineam curvam , in qua , pro datx magnitudinis abfeif- 
fa ==<* > maximum minimumve fit formula fZdx , exiftente Z 

func- 
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fundione ipfarum x , y , p , q , r , &c. five determinata five indeter- 
minata. Fundio autem determinata nobis eft, qux, fi alicubi dentur 
valores litterarum x,y,p, y,r8cc. ipfa a dignari poteft , five algebrai- 
ce five tranfeendenter. Fundio autem indeterminata eft,qux per da- 
tos iftarum litterarum valores, quos uno in loco obtinent, alfignati 
nequit, fed omnes valores prxcedcntcs fiinul involvit, quemad- 
modum hoc evenit, fi figna integralia occurrant. In Capite 
igitur fecundo Methodum tradidimus omnia Problemata rcfol- 
vendi , in quibus Z eft fundio determinata ; in tertio vero hoc 
Capite perfccuti fumus eas formulas, in quibus Z, vel ipfa eft 
fundio indefinita , vel talium unam plurefvc involvit; fimulquc 
Methodum exhibuimus pro iiscafibus, quibus fundio illa inde- 
finita nequidc-m per formulas integralcs rcprxfentari poteft , ve- 
rum refolutionem aequationis differentialis requirit. Nunc igi- 
tur eos cafus evolvamus , in quibus expreflio , qua: maximum 
minimumvc clfc debet, non fimplex eft formula intcgralis, uti 
hadenus pofuimus , fed ex pluribus ejufmodi formulis utcun- 
que compofita : atque fimul Methodum aperiemus plura alia 
Problemata, qux non ad coordinatas orthogonales fpedant, ex- 
pedite refolvendi. 


* CAPUT IV. 

De Ufu Methodi hactenus tradita in rcfolutiont 
< varii generis quajiionum. 

Propositio I. Problema. 

TT Nvenire aquationem inter binas variabiles X & y , ita ut ,pro 
X dato ipfius x valore , puta poftto x = a , formula f Z d x ob- 
tineat maximum minimumvc valorem , exiftente Z f unitione ipfarum. 
X , y, p, q, r, &(. five determinata five indeterminata. 

SOLUTIO. 

Ex quacunque confiderationc variabiles .v & y fint natx , cx 
Eificri De Max. & Mm. R femper 
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fcmper tanquam coordinatx orthogonales cujufpiam curva? coh- 
lidcrari poflunt : atque hanc oli rem quxftio propofita huc revo- 
catur , ut determinetur curva abfciflam habens = x & appli- 
catam = y , in qua valor fZdx , fi ad abfeiflam datx magni- 
tudinis, puta x — 4, applicetur , fiat omnium maximus vel mi- 
nimus. Quod fi autem Problema hoc modo proponatur, tum 
ejus folutio in procedentibus Capitibus fatis fuperque eft tradi- 
ta. Quamobrem formula: propofita - /"2 dx, fecundum Metho- 
dos ante expofitas , capi oportet valorem differentialem , qui 
dato abfciflx .v = a conveniat , ifquc nihilo squalis pofitus da- 
bit aequationem inter x & y delideratam , quo pro data abfeifla 
x — a , producet formula: /Zdx maximum minimumve valo- 
rem. Q E. I. 


C o R o L L. I. 

2. Methodus ergo ante tradita multo latius patet quam ad 
arquationes inter coordinatas curvarum inveniendas, ut quae- 
piam expreflio /Zdx fiat maximum minimumve. Extenditur 
fcilicet ad binas quafcunquc variabiles , five ex ad curvam ali- 
quam pertineant quomodocunque , fivein fola analytica abftrac-' 
tione verfentur. 

C O R O L L.’ II. 

3. Inter binas autem variabiles propofiras diferimen ingens 
intercedit, eo quod propofita formula fZdx pro determinato 
quodam alterius variabilis valore maximum minimumve obtine- 
re debeat. Ifthanc ergo variabilem conflantor lucra*, alteram 
vero littera j denotari convenit. 

C O R O L L. III. 

4. Litteris igitur x & y debito modo ^binls quantitatlbrfs 

variabilibus impoficis, erit p = = jjL , r == , 
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t = &c. His fcilicct litteris diffcrcntialia cujufcun.^ue 

gradus, quae forte in maximi minimive formula infint , tolli 
poterunt , ita ut Z futura lit funftio litterarum x , j , p , q , r , &c. 

* COROLL, IV. ' 

y. Cum ergo maximi minimive formula ad talem formam 
fZdx fuerit reduCta, in qua Z fit functio ip fr.ru in x , y , p, 
q , r, &c. live definita five indefinita , tum cx fuperioribus prre- 
ceptis formula 1 f zdx valor diffcrcntialis , rcfpondens toti abf- 
cifTx propofitre x = a , debet inveftigari , qui nihilo a:qualis 
politus prxbcbit xquationem inter x Si y quxiitam. 

COROLL. V. 

6 . Si Z eft funttio definita iplarum x , y , p , q , r , &c. tum 
valor diffcrcntialis formulae f Zdx non pendet a praeferipto abf- 
dfix valore x = 4 j & hanc ob rem aequatio inter * & y in. 
venta pro qualibet abfciila prxbcbit maximum vel minimum 
fonnulx fZdx. 

T* *•*.’ • * * 

$ C H 0 L I Q N I. * 

7. Quia in hoc negotio valores differentialcs, quos ante pro 
omni genere formularum fparfim eruimus, in promtu dic opor- 
tet , cos hic conjunCtim in conlpeCtum producemus , ut fic un- 
de, quovis cafu oblato, valores differentialcs, quibus opus fuerit, 
conquiri ac depromi queant. Exhibebimus igitur formulx / - Zdx 
pro varia functionis 7 . indole valorem differentiaiem , qui perpe- 
tuo determinatae variabilis x quantitati, puta x =4, rcfpondcat. 
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IJ2 


I. 


Maximi minimivc formula 

fzdx. 

dZ==^M dx 4- N dj + P dp + Qdq + Rdr 4 - Scc. 

Valor diffcrentialis erit 

v , V _ 41 4 - ii*— Scc. ■) 

«v-dx^N + j x i j x > j x * 

qui vaior difterentiaiis pro omni variabilis * magnitudine a:que 
valet. 

I L 

Maximi minimivc formula 

/z dx. 

jz=Ldn *r Mdx 4- Vdj 4 - P dp + Q^d q 4- Scc'. 

& n —f[Z]dx 
exiftente 

J [ Z] = C M’] dx + [N]dy + [P] dp 4- [ QJ dq + m dr + ScC 
Jam pofito poft integrationem x = a, f&fLdx — H, po- 

oaturquc H — fLdx= V , 

Valor diffcrentialis erit 

rf 1 Tir v ir d.(p+[p]y) . ii.is±ism 
«f. dx(N + 4-- Jp 

»* /« ■ r n 1 *v\ 14 / <* I r el T/^ _ . 

&c. ) 


A(Jl+[«T) , J*._(S+SQV) _ 
T?. + dx* — 


T T ¥ 


Maximi minimivc Formula 

fzdx. . 

dZ-=i Ldn 4- Mdx 4 - Ndy 4 - Pdp 4 * 1 Qjty + Scc. 

& n~fiz~\dx 

d [Z] = [L] dx 4- [ Af ] dx 4- [tfj d r 4 - [P] dp 4- [ QJ dq + Scc. 

&c*=ft*-}dx 

d{_^ = ir>;-\dx+l»^dy + [/>] dp+[q~]dq + [r] + Scc. 

Sic iterum, pofito poft integrationem * =•= <* ut ante , fi* d x 

== di 
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= H, ac ponatur H — fLdx=V. Jam integretur / [L] Vdx, 
fitque integralc , eo caiu quo x = x ponitur , — — G , ac po- 
natur G — f[L\ Vdx=i V~] = G — -/[L] dx(H-fLdx); 
His pofitis, Valor diffcrentialis erit 

- U L t-inr+w a) 

. dd.(D+[aU' + [<>'] [r]) + C r l fH) 

+ ' 7? dx * 

, ^.(s+cm+mm) _ &c , 

+ ' 

unde fimul lex progreflionis patet , fi adliuc plura integralia 

involvantur. 

I V. 

Maximi minimive formula 

fZdx. 

dZ — Ldn + Mdx 4- Ndy + Pdp + Qi q + &c. 

& n = CZdx 

CL d x • j 

Abeat, polito* = *, harc exprelfio r in H, denotante 

e numerum cujus logarithmus eft = 1 , fitque H e ^ X =.V : 
Valor differcntialis erit 

, ,vr/ d.PV , dd.QV d' R.V , d* S V N 

NV— -j : - + -j? -j^r + jjr — > 


V. 


Maximi minimive formula 

CZdx. 

dz=Ldn+Mdx + Ndy -f- Pdp 4- QJq + Rdr + &c. 
& n — f[z~]dx 

d [Z] — \_L]dn +lMyx+[K]dy+lF]dp+{Q]dy+lK]dr 4- &c. 
Sit , fi ponatur x — a , poft integrationem 

fe nL ^ dx Ldx == H 
atque ponatur 

R 3 fi 
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e ^ dx (H—fA L ^ d *LJx)=;V 

Valor di/ferentialis erit 

m.dx{N+im ^AJL±mz) + ‘* ±(z+jvn 

S-Ot+lW) ,Vc^+MF) N 

3T* + dx* ^ c ‘ 

In his igitur quinque cafibus continentur omnes regula: , quas In 
Capitibus praecedentibus invenimus. Iique tam late patent, 
ut omnes cafus qui quidem occurrere queant , in iis vel adu 
contineantur , vel /altem per eos non difficulter refolvi poflint. 
Iis igitur hic in compendium reda&is , eorum ufum monftrabi- 
mus, in refol vendis quaftionibus, in quibus x Sc y non deno- 
tant coordinatas orthogonalcs. 

Exemplum I. 

Fi S- 1- 8 .Ex dato centro C ductis radiis C A , C M, invenire lineam 

A M , qua inter omnes alias lineas intra angulum ACM contcn~ 
tas Jit brevijfima. 

Patet quidem hanc lineam quatfitam c/Tc redam : interim tamert 
hanc qiurllionem fecundum prxeepta data refolvi conveniet, ut 
confcnfus Methodi cum veritate luculentius perfpiciatur.Cum igitur 
longitudo linea? A M pro dato angulo ACM debeat efle minima; 
ponamus angulum hunc ACM die = x; feu centro C, radio 
C B = i , deferibamus circulum, fitque arcus BS = x. Tum 
fit radius C M altera variabilis -=y , xquatione enim inter has 
variabiles x Sc y inventa, innotefeet natura linea? quurlita? AM. 
Jam autem du&o radio proximo C m erit Ss = dx , & mn 
= dy, fumto Cn = CM : ob triangula vero fimilia CSs 
Sc C Mn erit i: dx = C M T y ] : M n Qj dx J. Ex his ita- 
que erit M m = V(d) 1 +y t dx 1 ) ; & quia perpetuo poni- 
mus dy = p dx , erit Mm = dx V (yy pp ); unde linea: 
AM longitudo erit = fdx y/ (yy + pp) , qua? del>et e/Tc mi- 
nima pro dato ipfius x yalore , puta x ~a, At quia hxc for- 
mula 
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mula ad cafum primum pertinet , linea fatisfaciens erit pro quo- 
vis valore ipfius x minima. Cum igitur Iit 2 =^ O7 + //>), 

erit dZ== vcjJ+ii) + 7GT+1F) * & in cafu primo fict 
A/=o, N= P = "~J + y Q = 0 , 

R — O, &c. ideoque dZ~Ndy -f- pdp. Habebitur ergo 
me valor diffcrentialis nv.dx(N~~ dl) } indeque pro folu- 

tione illa arquacio , o = N — ~ : qua: , multiplicata per pdx 

— dy, dat Ndy —pdP\ quo in aquatione dZ=. Ndy -{-Pdp 
fubftituto , prodibit dZ— Pdp + pdP , & integrando z+C 

= Pp, fcu C+VOy+prt Quocirca erit 

— ConJI. = b. At cft M m CJx V (yy +•//)]: M n [ y dx j 

= M C Q] : i q ua -’ quarta proportionalis pra:bct 

perpendiculum C P , quod ex C in tangentem linea? quarfita? 
MP demittitur. Cum igitur hoc perpendiculum CP fit conf- 
tans , intclligitur lineam quarfitam eflfe rcitam : & quia , in a?- 
quationc inventa prima Ndx = dP, dua? infunt potentia conf- 
lantes arbitraria? , conditio ha?c quarftioni eft addenda ut linea 
ejuxfita per data duo puntfla tranfeat ; tum igitur linea refta per 
illa duo punifta ducta qutelito fatisfacict. 

Exemplum II. 

9. Super axe AP conffruere lineam BM, ita comparatam, ut , 
abfeiffa area A B M P data magnitudinis , arcus curva B M illi 
area rcfpondeus fu omnium minimus. 

Quia pro data area A B M P minima longitudo arcus B M 
requiritur , arca A B M P nobis defignanda erit variabili x : al- 
tera variabili y autem indicemus applicatam- curva? P M. Jam 

fit abfeifla AP = r, erit x—fydt , ideoque dt~ — : atque 

arcus 
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arcus BM longitudo erit =/ y/ (dy~ ■+• - x - ). 

yy 


Pofito ergo 


dy=pd x , minimum effe debet hxc formula fdx /( — +pp) 

yy 

= f . Erit itaque z = '-1L+J21P) & 

y y 

dy _t_ yypdp 


dz — — 


7y>/(. i + ?V) ^ y^(i-b/e l ) ' 


unde M — o 


= 


^ /(i+Zf')’ 


JLL 


t/( t +y 7 


, Q.= o &c. Per- 


tinet ergo hxc quxliio ad cafum primum , ac folutio prxbcbic 
lineam curvam , qux pro arca quacunque A PMB abfcilfv erit 
brevilfima. Pervenietur autem , uti in prxcedente Exemplo , 
ad xquationem hanc Z=C+ Pp> atque curva quxfita pet 

data duo pumila deferibi poterit. Erit itaque ^ ^ 1 


= C+ 


y p p 


✓ ( x + y^j ) » fcu i = O V ( i + yjpf') ■ vd b = 

J> v' ( i + y y p p) i hinc fit bb — yy 4- y* p p , & p = 
yy~) — il = dj_ _ ob dx = ydt . 


yy 


Erit igitur de 


y dy 


y/ (bb — yy)’ — ' ~ 

quxfita erit Circulus , centro alicubi in axe A P , pura in C 
afiumto : ifque inter omnes alias curvas per eadem duo quxeun- 
que pumila dudlas , pro data rcfcfta area ABMP, habebit ar-s 
cum B M breviflimum. 


dx ydt’ 

& / = c + \/ (bb — yy). Quare linea 


Exemplum III. 


fig. 9. io- Eduflis ex punfto fxo C radiis C A , CM i intra eos 
deferibere curvam A M , qua pro dato /patio ACM habeat arcum 
AM brevtjjimum. 


Quia arcus A M minimus efle debet, fi fpatium A C M da> 
tx magnitudinis 3bfcindatur ; ponatur arca hxc ACM = x , 
atque radius C M defignetur altera variabili y. Jam ponatur 

arcus 
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arcus BS, radio CB = t defcriptus, =t; erit, ut ante vidi- 
mus, Mn=;^/, & area M C m = {yy dt = dx , unde fit 

dt= Quia porro cft M tn = ^ ( dy 1 + ;V/' ) = 


aJx % 

V ( dj' 4- - ) i fit dy =. pdx > minimumque c(Te debet 

/ — \J ( 4 4- ppyy )• Cum igijpr fitZ= — 4 ^ , erit 

y y 


M=o,N = 


A 


— 


jll 


yySU+yYr V(4 +//*)• 

Q_~o , &c. Hincrefultat ifta aequatio Z=C+.P/; propterea 
quod fit Af=o: ideoque '_1±_±J1L_) = C + 


- . ..APL .. 


feu 4 +yypp) vel it> —yy/ (4+yypp') ; hineque 

p — 2 j/iJ±—yyJ — 4? ~ 1 . ac </,_ - ^ 

” jry jrjydr V(W — 37) ' 

itemque integrando r = A fin. A- + A fin. — — A fin. 

WM — cc]+c\/'bb — ri) ^ n , . ,. 

' In AC ex S demittatur perpendicu- 


lum QS =fin. A/, erit QS = Ja2fc=£^tfflL=B>. At 

cx aequatione r-f- C««y?. = A fin. j |- colligitur curva quaefita 

cfie Circulus A M E per punitum fixum C tranfiens. Dcfcriba- Fig. 9 . 
tur enim fuper diametro quacunque C E in C terminata Circu- 
lus CAME, arcus A M interceptus inter radios ACM pro 
data arca ACM erit minimus. Scilicet fi alia quacunque curva 
per duo quarcunque punita in hoc Circulo fita deferibatur , bi- 
nifquc radiis ex C duilis arca aequalis arcae ACM abfeindatur, 
arcus illius curvae rcipondens perpetuo major erit quam arcus 
A M. Quod ut appareat , ducatur cx C ad C E normalis C D , 
in eamque ex S perpendiculum S Q demittatur : erir triangu- 
lum SCQfimilc triangulo CEM, hineque CE: CM [y ] 

= CSCO: S Qfcu SQ_= ^ = fin.A. DBS. vel DBS 
Eulcri de Max. c r Mtn. S = 


Digitized by Google 


DE USU METHODI 


»38 

= A fin. Pofita ergo diametro C E = b , & quia cft 

Vj L< 

DBS = BS + BD = t-\-XHonfi. erit t 4 - Confi. = A fin.-^- : 

qux eft ipfa illa proprietas , qua curvam quxfitam prxdicam cfle 
oportere invenimus. 

Exemplum IV. 

Fig. io. II. In fuperficie quacunque , ftvt 'convexa five coneavd , ducere 
Uncam , qua fit intra fiuos terminos omnium brevtffimd. 

Sumatur planum quodeunque ad quod fuperficies referatur, 
APQ^ in coque capiatur reda AP pro axe. Jam ex linex 
quxfitx fingulis pundis concipiantur perpendicula in hoc planum 
demitti , quibus deferibatur linea A Q__, quae erit projedio linex 
brevilTimx in hoc planum > qua cognita, fimul ipfa linea brevif- 
fima in fuperficie propofita innotefcct. Vocetur AP=*=x > 
P Q_— atque cum natura fupcrficiei detur, ex datis AP=* 
& PM = ) definiri poterit longitudo perpendicularis Q^M in 
planum A P Q_, donec fuperficiem in M lecet. Quod fi ergo 
ponatur QM = 5 ;, longitudo hujus linex * dabitur per x & 
y , ita ut z fit fundio definita ipfarum x 8cy. Cum igitur fit 
* fundio ipfarum x & y , qux ex xquationc locali ad fuperfi- 
ciem datur , ponamus die dz = 7V.v-+- Vdy, cruntque T & 
V cjufmodi fundiones ipfarum x &y, ut Tdx-\~ Vdy fit for- 
mula ditferentialis definita: pofito nempe dT=Edx + Fdy, 
erit dV= Fdx 4 - Gdy , exiftente littera F utrique differentia- 
li communi. Nunc elementum linex in fuperficie dudx cft = 
+ dy i +dz*) = ^(dx t + dy' + ( Tdx+Vdyf). 
Pofito ergo dy = p d x , minimum die debet hxc formula 
fd x V ( r 4 - p' + T l 4- iT V p+ V'p' ) > ita ut fit Z = 
V(i +/>* 4- T 1 4 - zTVp + V x p x ) , unde fit 


+ 

I 
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4* T Edx •{• T Fdy 4* p d p 
4 - VEpdx 4 - VFpdj 4- TVdp 
dZz=z \ 4- TFpdx 4 - TGpdj + V'pdp 
4 - VFp x dx 4- VGppdy 
VU+//+ r*+ iTFp+Vp') 

Qua? formula cum ad cafum primum pertineat, proveniet ifta 
aequatio inter x & y j 

T F d x + VFfdx 4 - T G p d x 4 - V G p p d x 


d. 


S (t + PP+r + zTVp + 
P+TV+ V l p 


F7T 

V(. +„ + r+,T^+y,‘ y EI,T “ 0 FJx+G t Jx 
= FJx+GJj = UV, unde erit = 

. p + TV + V'p 

d(i+pp+(T+iff7 



4- Jp(i+T'+V") 

+ dTCV—Tp') 

+ dV(T+T'+iTVp + iTV'p'+V'p'+i Vp+Vp') 

<«+//+< r+K//)* !a 


'Aequatione autem ordinata, rcfultabit harc dp{i + T x -\-V x ) 
4- d T(V — Tp) 4- dV( Vp — Tpp) = o, feu dp 

= Cum vero fit / = ^ > erit 

= hineque fiet d* ddy = 

qua: eft aequatio differentio - diflferentialis pro projectione A Q_ 
line* breviflima: in fuperficie quarfita i ideoque indicat , eam per 
duo quseque punda duci poffc. Aequatio hxc inventa in varias 
formas tranfmutari poteft, qua? fepius majore commodo ufur- 
pari poterunt. Ac primo quidem expediet eliminari ditferentia- 
lia dT & dV : cum enim Iit = T d x 4* V dy , erit d d x. 
=z dx dT + dy d V + V ddy i ideoque dxdT + dy dV — 

S 2 ddz, 
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ddz — V ddy, quo valorc fubfiituto prodibit ifta aquatio 
dxddj + T 1 dxddy + V 1 dx ddy—Tdyddz . — Vdxddz 

TVdyddy V l dxddy , fe U dxddy -f- Tdzddy — 

T dy ddz — Vdxddz-, hincque ddy.ddz = Tdy — Vdx: 
dx + Td: s. Multiplicetur aquatio inventa per dz , ac in pri- 
mo termino fcribatuf T dx -j- V dy loco dz, erit Tdx x ddy 

+ V dxdyddy-\- T dz x ddy — Tdydzdd z Vdxdzddz. 

Addatur utrimque Tdy 1 ddy — Vdxdyddy , erit Tddy 

( dx 1 dy 1 + dz x ) = {dzddz + dy ddy) {Tdy Vdx') 

f rll dy ddy + J-Mi _ Tddy T d d z , , 

ku <L' + d7 T7? —T dy— vJ x =I7 +Tdz Vcl mal ' 

tiplicetur aquatio per dx, ac loco Tdx fcribatur dz — V dy', 
obtinebitur d x 1 d dy+ dz x ddy — V dy dzddy = dy dzddz 

— Vdy x ddz V dx 1 ddz. Addatur utrimque dy x ddy 

— Vdz 1 ddz , erit d d y (d x x + dy x -f- d z x ) V d z 

(dy ddy + d z d d z ) = dy{dy ddy- f- dzddz) 

VJW + V +<*•)< idcoque = 

ddy -f- V d dz , , r . _ 

~dy+ Vdz" ' * C 1 U;E aquationes omnes in lequenti expreflione 

continemur ^ ; d ?\ = , = £4^- = 

dx +<^jr + dz T dy — V dx dx-\-Tdz 

+ V y d /z ' ^* C notan ^ um eft» quia quantitatum T & Fdiffe- 

.rentialia nufquam occurrunt, perinde elTe, five in T8c J^contincatur 
z , five minus. Quovis igitur cafu oblato > conveniet eam aqua- 
tionem aflumere, qua? facillime integrationem admittat. Velu- 
ti fi fupcrficies propofita fit folidi rotundi convcrfione cujufcun- 
que figura? circa axem A P nati , erit yy + zz = quadrato func- 
tionis ipfius x , qua? fit = X, cftque applicata illius curva 
genitricis abfeiffar x rcfpondcns. Erit itaque zdz = XdX — 

J Sc dz = **X—yJL unde fiet T= & V— 
— Sumatur jam , commodi ergo , aquatio in qua T non 


occur- 
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• , dyddy + dzddz ddy-V-Vddz . 

occurrit , hxc ^ > q«* > ob 

V= =^, tranfit in hanc = ** - }*— J“* , 

a «x +47+« «rfj» — 


cujus integrale eft /y/ (^v* +</** ) = / 


a4y - — ydz 


, fcu 


zdy — ydz = b y/ (dx 1 -f- dy 1 -f- dz x ). Quoniam nunc eft 
z = V (^ l — j*), ponatur dX—vdx, erit dz = 

& zdy — ydz = ^\ ^ - , & V(^x* 4 - 4 1 4 -^‘) 

S(X'dx l + XV? 1 + XSVv' 2 Xyvdxdy') 

✓(X* — ?») * 

Ergo X* dy x 2 X'yvdxdy -f- X 1 y 1 v x dx* -=bb X x dx x 

bb y 1 dx 1 -\-bbX l dy' b 1 X 1 v z dx * 2 b' Xyvdxdy, fcu </_?* 

_ 2:b'—X l ;XyjdxJy+xyv*dx'—b'X l dx'+b i s t dx l —b 1 X 1 v l dx 
X 1 (bb — XX) » 

qux, cxtrafta radice, prxbet ^ — y -y!r ± ^ 

Quod fi ponatur y = Xt , ut fit dy= Xdt + tvdx } fiet 

wjr t ~r) = xJibb --xx) i m V* *<i uatlonc ’ x 

& v funt fim&iones ipfius x, variabiles t & x a fc invicem funt 
fcparatx. 

Exemplum V. 


t 2. Super axe APN confhuere curvam A M ejufmodi , ut , abf- Fig. 
effla per normalem MN area ANM data magnitudinis , arcus 
AM fit minimus. 


Quia , pro definita arex A M N magnitudine , arcus A M 
minimus efle debet, ponatur arca AMN — <**, pofitoque 
x = 4, quo cafu arca AMN fit =aa, fiat arcus AM mi- 
nimus. Ponatur porro applicata orthogonafis MP =y, abfeif- 
fa A P = / , & fubnormalis PN =«n erit a x ■= fiy dt - f- 

j « 7 , & u = : elementum vero arcus A M erit = 

S 3 dy 


l4 l de usu methodi 

W (?*+!£}. Porro cum fit 4dx=ydt + i (udy +,<*,) 
& dt—^i erit dudx =yydy + {uudy + {yudx^dc d* 
— 2 Jli? — J am ponatur dy =pdx , mini- 
mum efle debebit / f J * ^ “ — , atque u cft quantitas cu- 
jus valor ex hac aequatione du = dx( — ZZf — " t ) d e . 

finiri debet. Pertinet itaque hxc quxftio ad Cafum quintum ; cum 
quo fi comparatio inftituatur , fit u = n & Z = ?''(p + v ) } 


unde L = 


nVOp + n*) 


M=o,N = 


yp 


n^ + n ’) 1 ~ 

P = ^ + n n ) . D c j n d e cum fit n=zfdx(~ — 

n J x y n 

— ,‘fit[ ZJ = ~ — ^ ^ , & diflerentiando erit 

C L]=H' — -» [A/]=o. [JV]==^ , _ 1 ? + Ut 
& [P] = =| — y. J am erit /\L]dx=fUg. 

‘J'*' = J > at eft Ldx s * 

unde fiet/^ 13 = — / Vtt 3T^S > CU J US valor 

polito x = x, fiat = //, fitque V=e f 2 y^y- nn y(H 
/ 2 yJy ; nn . 

4- / — )• His praeparatis, erit «quatio fatisfa- 

ciens (tf+ \_NjV)dx — d.(P-t-[P ]fO , five fubftitutioni- 

2aVJx 2 Vdy nVdy _____ 

yy n y y 

ydn 

+ 


bus faftis , — j-z* 5 — j- 


n ♦'(jrjr + nn) 
d.( ^ . V + nn ) _aLf2_ny- ) . At cft , 4</x 

' rr rr m » 


n 


n 
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= /( = - ., yJy .- R — 


n n 

2 


. iWCyjr + n*) 

2y d V , 2 VyJn n£^ 

n 1 y ' y 


n' *?(.yy+ nO 

.j, n ^ ^ Hi^-7 = q. Verum, eft generaliter = — Ldx 

, . j T r yydy zVydy 

— V[L]dx ; unde en t dV= n i V( Y/+^ nJ ~ 

yj 9 ,. yydn iL dn + 2 v ii™ 

■+ i i hmcquc i?75JT1 j 1 j) — t + „■ 

7 ^ rJn , V)dv , ndv 


Vd n 


! quo fubftituto oritur —jj 


n 


n 


JL —Jl — Hili? — o i hoc eft <*F(^ + + y ) 

JS*, dn , , n±yy — ^l\in 4 - + — *) ; 

qu® arquatio, cum fit divifibilis per y + + ^> du P ll “ 

. ^ F </ * 

cem dat folutionem. Quarum prima erit y — qu* pra> 

bet V — cy: quoniam vero V evanefcerc debet in cafu mi- 
nimi , eodem cafu erit y — o ; fcilicet pofito x = 4 fiet 
y = o. Cum nunc fit V=cy, fada fubftitutionc in «quatione 

__ *cyi d y . hineque vel j — o , vel dy — o, quo cafu pro- 
dit linea reda axi parallela; vel n =00, quo cafu proditlinea 
reda ad axem normalis : vel etiam /f yy 4 - 11 n ) == M N 
Con/l. qnre aquatio dat Circulum ; atque integer femicirculus , ob 
j — o in cafu minimi j ejuaefito fatisfacict. Secunda folutio pro- 

dit cx divifore — 4 - y V + = °> ^ cu n d nJ i 

y 11 * , 
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+ 2 7 dj = o , qua? multiplicata per jy , fit^n^n + n n jr dj 
4-2 j'dy=o, cujus integrale eft n 1 ^ 1 +y+=C, hineque 

n = i qu* «quatio , quia non pendet ab V, pro 

quocunque valorc ipfius x fatisfaciet. Erit autem introdudaabf- 
cifta AP =/, ob * = n = 1 ftlj «quatio == 

unde dt = — «il. 

y 

ligitur Elafticam redangulam qua?fito fatisfacere; ita ut pro area 
ANM inter normales A N & M N arcus curvae A M fit bre- 
viffimus. Harc autem curva per data duo punda , liquidera 
axis A P fit politione datus , deicribi poteft. 

/ 

S C H 0 L I O N II. 

13. Ex his Exemplis eximius ufus, quem habet noftra Me- 
thodus in Problematis etiam diverfi generis refolvendis , abun- 
de patet ; inprimis autem ultimum Exemplum nonnullas nota- 
tu maxime dignas fuppeditat circumftantias , ex quibus natura 
folutionis illuftrari poterit. Quoniam enim duplex «quatio ob 
factores duos nata eft, duplex quoque folutio prodiit; quarum prior 
lineam fatisfacientcm abfolute determinat . ita ut ea per data duo 
puncta duci nequeat : dat enim vel lineam redam, vel fcmicir- 
culum. Linea reda duplici modo quxftionem folvit, dum dt vel 
normalis ad axem AP, vel eidem parallela; & quemadmodum 
utraque fatisfaciat manifeftum eft: nam in ea, qu« eft normalis 
ad axem , portio qua» cum axe & normali datum fpatium com- 
prehendit perpetuo eft infinite parva, ideoque revera minima: 
altera reda axi parallela aliquanto latius patet , cuin ea per da- 
tum pundum duci polTit; & quia ipfie applicata? ad eam fune 
normales, ac fpatium abfciftum fit ut ipfa abfeifla , ejus refpec- 
tu linea illa reda utique erit brevilfima. Semicirculus deinde, 
qui cx prima folutionc prodiit , ita abfolute fatisfacit , ut , pro- 
pofita fpatii ablcindendi quantitate , ipfc fctnircirculus determi- 
netur , 
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netur , ejus enim area efTe debet = a a. Secunda autem folutio» 
quae curvam Elafiicam rcdangulam praebuit , latius paret : nam 
per data duo quarcunque punda ejufmodi curva traduci poteft, 
caquc, inter omnes alias curvas per eadem punda tranfeuntes, 
hac gaudebit praerogativa , ut fi, in omnibus curvis , per norma- 
les , area; a?quales ablcindantur , arcus Elaftica; futurus fit om- 
nium minimus. His igitur expofitis pergamus ad ufum Metho- 
di tradita; offendendum , in iis maximi minimive invefiigationi- 
bus , in quibus maximi minimive .formula non eft talis exprel- 
fio integralis fimplex fzdx, qualem formam hadenus perpetuo 
tradavimus; verum eft compofitaex duabus pluribufvc hujufmo- 
di formulis quomodocunque. Ac primo quidem , fi maxi- 
mum minimumve eifc debeat aggregatum duarum pluriumve 
formularum integralium, puta /Zdx -J- /T dx — /Xdx , 
operatio nulla difficultate laborat: quia enim formula maximi 
minimive eft /dx (Z -f- T — Y), hax tanquam fimplex 
formula integralis tradari, cjufquc valor differentiatis affignari 
poterit. Operatio autem eo redibit, ut pro lingulis formulis 
/Zdx, /T dx & f Xdx, earum valores diffcrentiales quaeran- 
tur i carumquc loco in formula /Zdx+fTdx — /Xdx 
fubflituantur i & quod oritur nihilo aequale ponatur ficquc ha- 
bebitur aequatio quaefito fatisfaciens. 

Propositio II. Problema. 

14. Invenire aquationem inter x (jr y , ut , pofito x = a , fat 
hac txprejfio fZdxX fYdx, qua eJI productum ex duabus formu- 
lis intcgralilus fZdx & f Y d x , maximum vel minimum. 

SOLUTIO. 

Ponamus iflam aequationem inter x & y jam efTe inventam , 
fbreque ex ea, pofito x a , valorem Formula; /Zdx = A, 
& /T dx = B ; erunt hae quantitates A & B conflantes ; at- 
que carum produdum A B maximum vel minimum. Jam po- 
natur apud valorem indefinitum .v variabilem y augeri particula 

Euleri De Max. & Mm. T n » , 
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n», cxea utraque quantitas A & B incrementum accipiet, Una- 
quaeque fcilicet augebitur valore differenti, ili ex praecedentibus 
definiendo. Sit igitur dA valor differcntialis ipfiusytf, qui rc£- 
pondet formula: integrali fZdx> pofito x = <*, fimilique mo- 
do fit dB valor differcntialis ipfius B oriundus ex formula /Tdx, 
pofito x = 4. Cum ergo, ex adje<Sa particula n» variabili 
y, abeat A in A+dA , & B in B+dB , produ&um AB 
tranfmutabitur in AB+AdB + BdA + dAdBi quare 
cum AB clfc debeat maximum vel minimum, oportebit effe 
A B = AB + A d B -f- BdA 4- dA d B. Ideoque o = 
Ad B 4- BdA , ob evanefeentem terminum dAdB pra: reli- 
quis. Ex his itaque oritur fequens Problematis folutio ; Qnae- 
ratur formula: /'Zd'* valor differentialis qui fit dA> fitque A 
valor formula* /Z dx, quem obtinet pofito x = 4 . Deinde 
quaeratur formula : /T dx valor differentialis, qui fit dB, ac B 
denotet valorem formula: /T dx , quem recipit pofito x ==a; 
quibus fadtis habebitur illa aequatio o = AiB -+- BdA , iq 
qua relatio latisfacicns inter x Se y continebitur. E. I. 

C O R O L L. I. 

iy. Quanquam In a*quatione o = AdB ■+■ BdA infunt 

Q uantitates conflantes A Se B , tamen ex non funt arbitrari» , 
:d utraque per ipfam hanc arquationem definietur. Scilicet fi 
ex hac aequatione eliciantur valores fZdx & / T dx , ponatur 
que x = 4 , prodire debent illae quantitates A Se B ; unde hae 
determinabuntur per 4, Se per reliquas conflantes arbitrarias 
qua: per integrationem ingredientur. 

C O R O L L. II. 

1 6. Si Z & T fuerint fundtiones determinata: quantitatum 
x, y, p , r, &c. tum valores differentialcs d A Se d B non 
pendebunt ab 4 ; interim tamen quantitas 4 ingreditur in aequa- 
tionem o = AdB -f- BdA : ex quo curva inventa, tantum 
oro definito abfeiflae x valore x — 4 , quaefito farisfacict. 

‘ Co- 
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17. Ex arquationc autem o = Ad B + Bd A particula 
n » omnino egredietur : nara quia uterque valor diffcrentialis 
dAScdB per n» multiplicatus prodiit, iterum n, per divi- 
fionem exterminabitur: hocque modo arquatio inter x & j atque 
conflantes nafcctur, qua Problemati fatisfict. 


S C H O L l O N I. 

18. Neminem hic forma aquationis o = AdB 4 - BdA in- 
ventor offendat, eo quod fpeciem formula: diffcrentialis defini-, 
tar pne fe ferat , neque hinc .etiam quifquam concludat aquatio- 
nis o-=AdB 4- BdA integralcm fumi pofle hanc, C*nft. 
=AB. Jam enim fignificationes explicavimus , quas tribui- 
mus cum litteris A & B, tum etiam formis diffcrentialibus d A 
& dB: cx quo intelligcre licet, Vulgarem notandi modum hic 
non locum habere. Ideo autem hunc notandi modum , etfi 
a confucto dificntientcrti , hic adhibere vifum eft , ut nexus aequa- 
tionis 0= AdB 4 - BdyJ cum formula maximi minimi ve 
f 7 .dx.fTdx melius perfpiciatur. Cum enim maximum mi- 
nimumve rcfpondcrc debeat valori x = d ; ponamus hoc cafu 
abir e fZdx in A & fTdx in B; quo faSo, maximum mini- 
mumvc erit AB. Hinc autem fponte nafeitur aequatio inventa 
o = AdB 4- BdA, fiquidem AB , litteris A &c B tan- 

S jam variabilibus fpcSatis , differentictur. Quod cum fuerit 
Sum , in memoriam revocari oportet , pro differentia! ibus dA 
& d B accipiendos effe valores differentiales eos, qui conve- 
niunt formulis intcgralib wsfZdx ScfTdx . cx quibus ipfir 
quantitates A & B conflantes prodiere. Hunc nexum ideo an- 
notaffe juvabit , quod infra eundem ad quemcunque compofi- 
tionis modum, quo formula maximi minimive cx formulis in- 
tegralibus compotita fuerit , arque patere j fimilique modo ex ipfa 
maximi minimive cxprcflione per differentiationem srquationem 
quarfitam obtineri oftendemus. 

• rp p 

T a, E x E m- 
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Exemplum I. 

- 19. Invenire dqudttonem mter x (jr y, ut , pofito x = a ,'fdt 

tjfd erprcjfio fydxxfxdy nux imum. 


Fiat fydx = A, Stfxdy = £, pofito x — n, & quae- 
rantur formularum f y dx Sefxdy, fcu fxpdx, valores dif- 
ferentiales : ac formula: fydx valor differcntialis eft n,. dx. i, 

formulae autem f x dj , kaf x p d x , eft n r. dx ( — — d. x ) 

= — n y. dx. Erit ergo d A = ni. ix. St d B = — 
dx: unde aequatio o — AdB + BdA abibit in hanc o = 
— A. ny. dx + B. m. dx, fcu A = B. Quaefito ergo 
omnes aequationes inter x Sc y aeque fatisfaciunt , dummodo , ca- 
fu * = n, fuerit fy*x = fxdyi hoc eft arca curva’ = J xy. 

Exemplum II. 

■ ii; . . 1...: . 

- io. Invenire dtjudtionem inter x & y ^ ut, tdfn X = 3 , fint mi- 
nimum bnc txprejfio fydxxfdx V ( i + pp). 


Cafu x = a, fatfydx = A, & fdxyj (l+pp) = B. 
Porro fumendis valoribus differcntialibus erit dA= ni. dx. i. 

St dB = ni. dx ( d. -r-. — ;) = nv.d. -jy^r — \ 

V dx y/{l +Pt) J 

Hinc prodit fequens aequatio o — — A.m.d ^ ^ +"£ " } ) 

-i-B.m.dx, feu B dx= A d. — ^ Qux integrata 

dat x + b = ubi — denotat rationem , quam 

tenet fydx ad fdx^J (1 -i-pp ) tum cum fit x=u. Sit bre- 
vitatis gratia -j- = e, erit (x + t) y/ ( 1 ■i-pp') — t f , & 
X -f* b 


f 


y/ (c c — 


— = ~ . Integrata ergo hac aequa- 


tione , 


•V 
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tionc , rcfultabit y—f + V(ec — (* + £/), ita ut fit 
(j — /y + (* + 0‘ = f ’ 5 patet curvam fatisfacien- 
tcm cflc Circulum, radio c dcfcriptum, axe ubicunque accep- 
to. Hujufmodi vero Cuculi non quivis arcus fatisfaciet, ve- 
rum is tantum qui per c radium Circuli multiplicatus producit 
aream ; eft enim A~Bc. Ergo vel radius Circuli c pro lubi- 
tu accipi poteft, ex eoque definietur illa abfciflx x magnitudo 
determinata a ; vel fi a detur, ut ponimus, inde viciflim radius 
c determinabitur. Pcrfpicuum autem eft arcum Circuli , qui fa- 
risfacir , convexitate fua axem rcfpicere debere ; hoc enim ca- 
fu arca fit minor , idcoquc producum cx arca in arcum mini- 
mum. 

Exemplum III. 


2 1 . Invenire curvam , in qua, pro data ahftijfd x = a, minimum 
fat hac expnjjio fyxdxxfxdxVC 1 + PP)- 

Pofito x = a, fiat fyxdx = A , Sc fxdx y/ C 1 + // ) 
= B. Erit autem dA — n r . dx. x & dB= — m.dx. ~ 

d X 

d. • un< ^ c obtinebitur ifia xquatio Bxdx =s 

A d. T7- ; , qux integrata dat xx + bh= - = 


TO +pe) : 


Bv (r+W) 

x x + b b 


2 ctx r d tt- **■+■ 

^TT+TTy P° fto i=‘- 

— ^ . idcoque pro curva habebitur hic xquatio , y = 


/ 


(*x + bb ) dx 


— — De qua notandum eft, fi fiat 

V ( 4«xx (xx+bb) x ) 

h — o, tum prodire xquationem pro Circulo 
cujus radius fit 2 c. 


T 3 


SCHO . 
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ii. Eadem hxc Exempla omnia quoque refolvi poliunt per 
Methodum fupra jam traditam; quare cum utraque via eadem 
folutio obtineatur, juvabit folutionem per alteram viam uno 
Exemplo exhiberi. Sumamus igitur tertium Exemplum, in quo 
maximi ininimive. formula fyxdx 'x.fxd */( i +/’/'). diffe- 
rentiando iterumque integrando per partes , reducitur ad hanc 
formam/) x dxfxdx \j \ i pp ) -f- fx d x y/ ( i -f- pp') fyxdx; 
cujus utrumque membrum in Cafu fecundo fupra §. 7. expolito 
continetur. Quxratur itaque utriufque valor differentiatis, eo- 
rum enim fumma, polita =0, dabit xquationem pro cur^a 
quxfita. Formula autem fy x dx fx dx (1 -\-pp) cum Cafu 
fecundo collata , dabit n =fx dxf (i+pp') & Z=;>xn ; 
unde fit L =-yx ; M=y n , N=xn, P =0 , &c. De- 
inde erit [Z] = */(: +PP') i indeque [ M] — /(1 +//>), 


[^] = o, & [ P] = 


xp 


Porro eft f L d x = fyxdx. 


V C 1 + />?)' 

cujus valor , pofito x —4, quem generaliter pofuimus fl, 
hic in folutione Exempli cft A\ ita ut fit V = A — fyxdx. 
Quare hujus formulae valor diffcrentialis erit = n*. d x ( x n 

— Tx d ‘ XLL VU+ 7 r,T n = n " dx C V C 1+PP) 


— J- d. 
dx 


xp 


_1 — d x tfl xdx X 

V ( 1 + 1 P ) ** ’ V(i +pp). 


Altera formu- 


la fx d x \/ ( 1 -\-pp ) fy x dx , cum Cafu fecundo §. 7. colla- 
ta , dat n = fyx dx & Z=x n V ( i+p p) , unde erit L 
= * V( 1 +pp )> A^=n >/( 1 +//>), N =0, & P = 

— (*+p P y hinequ cfLdx —fxdxyj( 1 +pp)\ quare cum 

H fit valor ipfius fLdx , pofito x — a, erit H — B, & V 
= B — f x dx y/( 1 -\-pp ). Porro eft [ Z ] =7 x, hineque [M] 
= y , [#]=*, & fP] = o. Ex his prodit valor diffe- 

rcntialis = nv. dx ( Bx — xfx dx / ( 1 q- p p') — jE x 

d. 
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k d. ? ). His igitur valoribus differentialibus ambobus 

v(i +Pf) 

additis, emerget hujus expreflionis cpmpofitx fyxdx fxdx 
*1 e 1 +/>/>)-+- fxdx v/( 1 +ppj fyxdx , feu hujus/) x dx a 
fxdx f ( 1 +//>), qua: in Exemplo erat propofita , valor dif- 

ferentialis — m. dx (Bx — -7- d. -7-7— f ex quo 

pro cum «quatio erit hxc Bx dx=.Ad. > quam 

eandem in folutione Exempli invenimus. Similis autem con- 
fenfus in genere deprehendetur, fi quis expreflionem fZdxx 
fT d x eodem modo ua&are voluerit. 

Propositio III. Probiema, 


23. Invenire aquationem inter X <fr y ejus conditionis , ut, pofit 0 

X = a , ifla fr/tffio~r~~ obtinent maximum minimumve valor em : 
II Ux 

txijl entibus Z & Y funfliomhus quibufeunque ipfarum x , y , p , 
q , r , &c, frve determinatis, ftve indeterminatis . 

SOLUTIO. 


Cafu quo fit *=.*, CitfZdx = A, atque / 7 V* = B: 
eritque j maximum vel minimum , fiquidem relatio inter 

x & y re&e fuerit aflignata. Erit igitur fradio ~ «qualis ei- 
dem huic fra&ioni cafu quo x =a, fi alicubi una ap- 

plicata y augeatur particula n ». Tum vero fiet fzdx xqualis 
ipfi A, una cum valorc differentiali formula: fZdx , qui fit 
= d A -, fimilique modo fTdx abibit in B audum valore di& 
fercntiali formul® fT dx, qui fit = dB ; ficque ex adjeda 
particula n» ad applicatam y , cafu quo x==za, tranlibit frac- 
tio jyjfi. in hanc ; qua: «qualis cife debet tradioni 


Ijj DE USU M E T H O t> I 

£ } unde nafeitur ifta aequatio Bd A = Ad B ; qure prxbcbit 
xquationem inter x Sc j quxfitam. Qe E. I. 

C o R o L L- I. 

24. Ad hanc igitur aequationem inter -v & y inveniendam , 
effici debet ut valores differcntiales ipfarum f Zdx & fT dx 
proportionales fiant ipfis harum formularum valoribus, quos obti- 
nent polito X=A. 

C O R O L L. II. 

2j. Quanquam, in hac xquationc inventa B dA = AdB> 
dux inefle videantur conflantes incognita A Sc B } tamen am- 
bas in unam compingere licet. Polito enim - - = C, erit 

dA~— CdB -, inventaque xquationc, ex valorc a loco x fubf- 
tituto determinabitur valor ipfius C. 

S C H 0 L l O N. 

26. Si hujus & prxcedentis Problematis folutiones inter fc 
conferantur, ingens in iis deprehendetur confenfus. Nam fi 
maximum minimumve cfle debeat faiftum f Z dx x fT dx , orta 

eft ifta xquatio o = AdB + BdA ; fin autem quotus 

debeat efle vel maximus vel minimus, inventa cftifta xquatio 
o =AdB — BdA ■, utroque autem cafu Iitrcrx A, B Sc 
dA , d B eofdcm retinent valores. Quare cum A & B fint 
quantitates conflantes, ambx xquationes tantum ratione figni 

conflantis differunt ; polito enim ~ = C, priore cafu habe- 
tur dA = — CdB , pofleriore vero dA = A- C d B. Ex 
quo pro utroque cafu etiam eadem fore prodibit folurio ; quia 
totum diferimen tantum in figno quantitatis conflantis C fitum 
erit. Quod fi ergo xquatio inter x & y fuerit inventa , qux 

conti- 
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Contineat, pro *= «, fi&umfzdxxfYdx maximum vel mi- 
nimum ; eadem aequatio, levi adhibita mutatione , limul conti- 
nebit quotum maximum vel minimum. 

t r 'j i 

autem eft, five C— - debeat cfle maximum vel minimum , 

J Tax 

five , utroque cafu eandem plane cfle prodituram aequa- 

tionem. Hanc vero convenientiam ipfa rei natura poftulat: 

r fZdx n. • . r frdx • • 

nam fi . eft maximum , tum eo iplo erit - ---7— mim- 
fldx r fzdx 

mum & viciflim ; unde utrique quaeftioni eandem folutionem 

fatisfaccre neceflc eft. Caeterum hunc quoque nexum obfcrvaf- 

• C Z d x 

fe juvabit inter maximi minimive formulam ^~fx * ^ UiE ' F°' 

fito x = a , abit in ~ , & inter aequationem inventam BdA 
— A d B = o : haec enim aequatio oritur ex differentiatione 
formulae — , ponendo ejus differcntiale = o ; iftiufmodi au- 
tem nexum perpetuo locum habere in fequente Propofitionc de- 
monftrabimus. 

Exemplum I. 


Perfpicuum 


27. Invenire curvam , cujus area coordinatis orthogonalibus abf- 
fijjd ad arcum curva maximam teneat r alienem , fi abjcijfa datus 
volor a tribuatur. 


Polita curvae quae litae abfcifla=x, applicata = y ; erit area 
= /}'*, & arcus —fdx vX i+pp >i polito dj = fdx-. 

maximum ergo cfle debet ^ > cafu quo ponitur 

x = a. Sit igitur, cafu x = a, valor {oxmu\*fj dx, feu area 
= A , &. fdx \l( 1 + pp ) feu arcus abfcilfac a refpondens = B. 
Deinde formulae fjdx \alor differcntialis dA erit = nr. dx . 
Euieri de Max. c 'r Mm. V 1 , 
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i , & formula: fd x <J ( r 4 -pp ) feu dB = *». dx ( — 


</. -T-,- ' 






Quibus vllori- 


VCi +PP)' v' ( i -4 -pf> 

bus in xquationc BdA — Ad B fubllitutis, prodibit pro cur- 
va quxfita fequens xquatio : B dx = — /4 
A 


VC» +rrY 

Ponatur ~ = c, ita ut , pro abfcifla x = <r, arca curva* fiat 
aqualis produ&o cx arcu in hanc conflantem c. Erit ergo 


dx 


c d. 


—n — - , & integrando x = b — 

VU+tf) 6 


7o+ 77 ) > fcu C P = (* — *W( «■ + //). hincque 
f = Erit ergo 7 == . . . . 

/ =/± v c >* - c >-*)•> ft» 


(y — /y 4- (£ — x)*—cc; unde conflat curvam quxfi- 
tam efle Circulum radio c deferiptum , ad reilam quamcun- 
que tanquam axem relatum. Hujus aurem Circuli ea tantum 
portio quxlito fatisfacit, qux refpondct abfciflx = *, a quo 
valore pendet c, ita ut fumpta abfcifla = x, area xqualis fiat 
produfto ex arcu in radium Circuli multiplicato. Quod fi ergo 
viciflim radius c detur , tanta in axe abfcifla abfeindi debet, ut 
arcus per radium multiplicatus prxbcat aream. Infinitis igitur 
modis quxfito fatisfieri poteft ; quxftio autem erit determinata, 
fi duo prarferibantur punita , per qua: curva quxfita fit tran- 
feunda. Sumamus igitur radium t tanquam cognitum , eo- 
fig.tt. que deferibamus Circulum 13 MD centro C. Porro fumatur 
linea quxeunque A P D pro axe , in eaque A pro origine abf- 
ciflitrum. Hoc jam hufto , quxftioni latisfict fi applicata P M 
tantum fpatium AB MP abfeindatur, ut id fit a*quale produc- 
to cx arcu B M in radium Circuli B C. Quia autem fcitor 
BCM cft = 1 B M. B C , oportet aream A B M P cfle du- 
plo majorem feitorc BCM. Apparet autem , fumto pro lu- 

bitu. 
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biru, cum axe, tum ejus initio, fxpc- numero conditionem 
praferiptam r equidem impleri polle. Nam fi axis AD per 
cenrrum tranfiat, tum area A BMP perpetuo minor erit quam 
duplum femoris B C M i nili , arcu B M infinite parvo , pri- 
ma applicata B A fimul per centrum tranfeat : fin autem axis 
AD lupra centrum tranlirct, tum nullo modo conditioni in- 
venta fatisfieri poteft. Quare necdfc eft , ut axis A D infra 
centrum C ducatur, qua de re multa egregii obfervationes 
geometrici fieri pollent , fi ratio inftituti id permitteret. Cx- 
terum fi hic Solutio cum Exemplo fecundo praced. Prop. §. 

20 comparetur ; apparebit eandem prorfus iquationcm cfie 
inventam, five fy dx x/dx\t ( i -+-//) debeat cfie minimum, 

five 77 — — r maximum. Diferimen tamen in hoc con- 

fdx^ ( l + pp) 

fiftit j quod radius Circuli c= altero cafu affirmative, alte- 
ro negative debeat accipi. Scilicet fi fydx -xfdx \/( j -\-pp) 
debeat efle minimum , arcus B M convexitate fua fpatium 
A B M P ; altero autem cafu, concavitate claudere debet. 

Exemplum II. 

l8. Intra datum angulum ACM , curvam A M con/i ruere rig. ?■ 
ita comparatam , ut area A C M per arcum A M divifa Jit om- 
nium maxima. 

Ponatur angulus ACM, fcu arcus circuli B S radio C B 
= i deferiptus = x , qui in cafu propofito fiat = a , quo 

A fieri debet maximum. Ponatur porro C M = y , fit- 
A M y— X r 

que dj = pdx, erit Mn — ydx , & area ACM = 

{fjydx: arcus autem AM reperitur =.fdxyj (yy -rpp')- 
unde hicfradio 5 fcU CjUS duplum 

— - — * . debebit efle maximum. Sit, cafu quo x—a 

fdx _ 

V z eft. 
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eft, fy y d x — A., & fdx>J ( yy 4- p p)~ B ; erit, fi .v=r>r, 
arca ACM = x A y & arcus A M = B. Jam formulse 
fy y dx = A valor ditferentiaiis dA eft — » ». dx. 2 y , & 
formula: fdx<J (yy+pp) valor differentialis dB eft = »►. 


dx ( 


J_ ^ 

dx ' 'J<-yy+pp) 


). Quare cum 


V +/>/>) 

generaliter invenerimus pro curva hanc stquationem BdA 

AdB , erit divifionc per n» infticuta, 2 By dx = — 

r y V(yy + PP) 

^ V llA- />/) • Multiplicetur ea per p , ob fdx = 

erit iBydy = A ( ~rr^ iy ; — £ .V At 

^ V C 7 -+-/» p ) ” VCjr^-f />? ) J 

eft yOr-f-//) = i_ - - P J f & 

J 77 W VO*4-j>/-; + VQj+l-f) 

v'o’+»> = * v T7. ? + ff ) • dfi 

defici = J. V („+//)— * y ( - ^ 


oh pd- 


4- dp 


=d.p. 


V(yy+PP) 
A 


y/(yy+pp) r y/(yy+pp) 

— d. ^/ lyy^f j y Quare integrando habebitur, fi =c 

ponatur , ifta aequatio yy + b b — c y/ (yy +pp ) — — 

— ill f eu p — yy/iSj' — (yy+bb'j l ) __ 4 ]* m 

V(yy+pp) * yy±^ b dx ’ 

hineque dx = ^ ( c > " bb/ ' ) s ex qua sequatio- 

nc facile deduci poteft , fi fit c c ■+• 4 bb quantitas pofitiva , 
conftrudiionem per quadraturam Circuli abfolvi pofte- At idem 
facilius patebit, fi\ocodx, vcl^, introducamus perpendicu- 
lum C P , ex C in ungentem M P demilfum. Quod fi au- 
f em hoc perpendiculum CP ponatur = m, erit y. tt = 

4- hineque =*J quamo- 

brem 
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brem cum eflct yy + W = — ^ . erit + l> b = t u , quam 

conflat efle aquationem ad ipfum Circulum. Hoc ut oftenda- Fig. ij. 
mus, fumatur Circulus quicunque, centro O, radio OM =g 
deferiptus , pumflumque C lumturn fit in C , ita utfitOC=A. 

Jam duifta re<fta CM=jf, & CP=*, perpendiculari in tan- 
gentem MP, erit CP parallela radio OM. Ex M ducatur 
diametro E F parallela M R , erit MR = CO=i; CR = 

O M=£, &• PR — * — g: quia igitur eft M R* = MP* + 
PR I =CM* — CP‘+ PR l , erit h' = /—*’+(*—, g)' 

=ji* — 2 gu 4 -gg: hineque yy +gg — hh = 2 gu ; quar com- 
parata cum inventa 77+ fiet g=z±c, Sc+it — 
jcc. — hh , fcu hh = '^cc + bb. Erit itaque curva quaefita 
Circulus . radio = i c deferiptus , pundlo C ubi libuerit ac- 
cepto. In tali Circulo qua:fito fatisfaciet arcus A M , fi fuerit 

—^j'} = ~ =4 *= radio O M ; hoc eft fi fuerit area ACM 
A M 2 A 1 

= are. A M. AO = duplici fedori A O M. Hoc autem 
fieri nequit, nili punitum C extra Circulum accipiatur ; quo cafu 
harc conditio infinitis modis adimpleri poteft; atque adeo effi- 
ci ut curva fatisfaciens per data duo punifla tranfeat. 

Exemplum III. 


29. Invenire curvam DAD ad axem AC relatam , in qua Fig. 14 . 
pro data ahfcijfa AC = a , Jit minimam. 

Si ponatur abfcifTa indefinita A P = x , applicata P M =y, 

& dy = p dx\ exprimit < ^'^ ant ' am centri gravita- 

tis curvat M A M , tanquam uniformiter gravis fpe&atat a punc- 
to infimo A j qua; ergo diftantia, tranflato P in C, debet efle 
minima. Ad hoc inveniendum , pofitox=*, fit fodxyj (\-\-pp) 

= A> &.fdxd(i-\-pp') = B: formulae autem fxdx>J{ 1 +pp') 

V 3 reperi- 


) 
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repentur valor dirrercntialis dA = — n,.d. & for- 

mula.* fd.\-\/( i +/>/>') valor dlfFerentialis dB — — ny. d. — — ; 
quibus in, a*quatione BdA = AdB fubftitutis, prodibit 


Bd. -jrir-y 

VO+W’) 


Ad. 


v ( i +pp) 


, & po ito — - = c , erit d. 


X t> 


v(<+w) 


= cd - 70+77) ; undc intc s rando oritur 7o+77) = 
77 - + U) ~ b ’ fcu b y/ < 1 +f>!> )= ( c —■ * )f i hinct i uc cU * 

& . Erit ergo y = 


Cltur ^--- V (0 — */— U) 

bdx 


dx’ 


f qua* aquatio indicat curvam quafitam e(Tc 

Catenariam , initio abfcifTarum pro x in loco axis A C quocun- 
que accepto : quin etiam pro axe lumi potcftrcfta quacunque dia- 
metro Catenaria A C parallela , in eaque punftum quodcunque 
pro axis initio. Qtiomodocunquc autem axis , cjufque initium 
conftituatur , qualtioni fatisfiet ea tantum curvar portio , ubi fit 
fx dx v'( 1 +/>/>') — cfdx 1 A-pp')- Ponamus pro axe ip- 
fam diametrum AC, & verticem A pro initio abfcilTarum acci- 
pi. Quia in A , ubi eft x = o , fit ^ ■ = p •=■ 00 , necefle eft 
ut fit rr — bb = o, ideoque b ==c. Verum hoc cafu fit 
y = f . ^ * — - ) , qua curva furfum direda fit imaginaria > 

donec fiat x > zc. Sit ergo x = ic + / , erit t = abfeifia A P, 
& t = P M = C — — c -~- curvaquc DAD erit catenaria or- 

' y V( 2 et + tt) ^ 

dinaria. Quo autem appareat quanta ejus portio quaflioni fa- 

tisfaciat, notandum eft, ob dx=df, efle / 2c t + t( ) > 

7Tr/q-77) : hjncque fdx 7 ( » +// ) = 


& VC 1 +pp') 


/ r -A + = y/(z «+/»)- At ipfa expreflio 
J y/s.2cf + ") r r fdxy/(l+pp) 

fit 
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fit = ic + * ^ UX ‘pfi c aqualis fieri nullo mo- 

do potcft. Ex quo concluditur nullam curva: hujus portionem 
qua?(ito prae reliquis magis fatisfaccrc. Quamobrem initium abf- 
ciflarum non fumi potcft in vertice A. Sumatur ergo in alio 
quocunquc pundo, pofitaque AP = f, fieri debet ibt + tt 
= (c — *)* — bb--, unde fit, vel A-4 -t=x — c, vel b -f- 
t =c — *. Prior «quatio x=b-\-t-\-t locum habere ne- 
quit; quia, ob dx — d /, fieri non poteft feu 

fdt</ (i+/p) 

c b + ( + fdtV( T+jp)' >==e ' Er g° fiat *='— m u ° 

cafu abfeiflae ab aliquo pundo axis A C fuperiori deorfum def- 

ccndcnt: ficrique deberet ^f x feu c — b — n fj r 

n pc» (i +rr) 

= c, quod pariter fieri nequit; ex quo concludendum eft, 
nullam portionem magis quam aliam quamvis fatisfacere. Hoc 
autem inde venire videtur , quod Catenaria duas habet partes 
conjugatas veluti Hyperbola conica, hineque femper fieri po- 
teft J, 'j' - -f- ’ } — o , qui eft valor minimus. Hoc clarius 

confirmari potcft ex valore invento p = i 

unde fit /Cx+//)= — ( g — y ) r , P°* 

Oporteret ergo 


b') 


fito brevitatis gratia r= ^ 

in cafu quarfito efle ^ ^ ^ yfx 1=5 e ^ eu — x)'rdx 


/C 

= o , quod cum cafu x = o evanefeere debeat, alio infuper ca- 

lu evanefeere deberet. At eft f(c — x ) 1 rdx = f ~~l*s 

-x * b 1 ) 


} > 2 — t> x ) 


=— i(r — x)VC(e- 

+ — b 1 ) , quar exprdfio, cumfcmel fuit = o , poft, 

ob(c — xy perpetuo aifirmativum , continuo crefcet neque de- 

nuo> 
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nuo fieri poteft = o. Quamobrcm ambos terminos integra- 
tionis formuli/"^-^— — * inter fc congruere oportet ; 

quod evenit fi fiierit x = c: quo cafu curva farisfaciens abit in 
lineam reftam axi normalem, qua? utique centrum fuum gravi- 
tatis a Ce minime habet remotum. 


Exemplum IV. 

jo. beventre turvdm , m fua , pr e cUu tkfcif* x = a , fit h*t 
. fyxdx 

exprtjjio f -— ^ ^ j mdximum vtl minimum. 

Pofito x = d, fiet fjxdx =A, & f d x v/( i +pp) = B. 
Jam formula? fyxdx valor difterenrialis c(kdA = n*.dx.x — 
nv.xdx, & formula? /V* / ( r -\-pp) valor differentiatis eft 

JB— nv,d ' y/T^+JJ)’ cum fit BdA=AdB, 

habebitur ifta sequatio Bxdx = — d. 1 feuxdx — 

» +rr ) 

J P 

■ ccd ' 7(7 +77)’ P°^ to ■d=Bt x . Unde integrando obtine- 


bitur xx = C r f -— hineque p = 


{bc 


)*) 


= jj[. <i<» = qu» 

squatio generalis pro curva Elaftica : cujus hic proprietas, 
quod radius ofculi ubique abfciflx x fit reciproce proportiona- 
lis: id quod patet ex arquatione xdx= — tcd. r 

/(1 + fp ) 

quar abit in — = i£ , ertquc — —J- x — _ _ 

vo +pp) ^vTT+77) 

d x [ I «4* p p ) f , ^ f 

' Jj; radius ofculi in curva. H.ijus autem curvae 

tanta portio ab initio computando latisfacit, in qua erit fjxdx 
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+ W ) = «V; vty»— (>«—,«)>) ! J<: - 

terminatio eo revocatur, ut effici debeat fdxj^eyc * — (ic — xx)*') 

= (4 a — bc )/^ ( 4 yi^ C c J7— L) 4 ) » fi P oft inrc 8 Tationem 
utramque ponatur x = a. Hoc itaque modo conflans illa e 
per 4 determinabitur. 

Propositio IV. Problema. 

31. Invenire aquationem inter lines versabiles x & y ita tem- 
peratam, ut, pefita variabili x=a, maximum tninimumve Jiet 
ixprejfe V , qua fit funflio quacunque formularum integr alium , 
fZ d x , f Y d x , f X d x , &c. tn quibus denatent Z , Y , X &c. 
fundtanes quajcunque ijfarumx , y, p, q, &c. fivt, determinatas , 
five indeterminatas. 

SOLUTIO. 

Ponamus idoneam aequationem inter x Sc y jam efTe inven«' 
tam, pofitoque •*• = <*, fieri fZdx = A\ fTdxz=B-, fXdx 
= C Scc. hisque valoribusin expreffione IV fubflitutis , habe- 
bitur revera maximum vel minimum. Quod fi igitur altera va- 
riabilis y in uno loco particula n » augeri ponatur , atque nafccn- 
tes hinc mutationes in fingulis formulis fZdx, JT dx . fXdx 
Scc. introducantur , idem pro IV valor prodire debet. At ab 
illa particula n y formulx fZ dx , JT dx. Sc fX d x Scc. quaeque 
Tuis valoribus difFerentialibus augebuntur. Si ergo ponatur for- 
mula: fzdx valor difterentialis = dA, formulx f Tdx=dB , 
formulae /\XVx = dC, Scc. loco quantitatum A, B, C, Scc. 
orientur a particula n » Hia: audae A+ dA, B-\-dB,C-\~ dC 
Scc. quae in fV fubftitutar eundem valorem producere debent , 
quem ipfae A, B, C, Scc. Ponamus , A -f- dA , B-\-dB, C-f* 
dC Scc. loco fZd x , /T d x , fX V x Scc. fubflitutis, prodire W 
•f -dlV» critque IV dfV^ IV, idcoquc dlV = o. Hic 
autem valor dlV , ut ex differentiationis natma liquet, inveni-* 
. . fulcri De Mox. & Mus . X tur , 
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tur , fi quantitas IV, poftquam in illa, loco formularum intcgra- 
lium, littera: A, B,C Scc. funt fubftirut*, differentietur, his ipiis 
litteris A r B, C , &c. tanquam variabilibus tradlatis; in hoc- 
que differentiali, , dB , dC & c. valores diffcrentiales formu- 
larum refpondcntium fzdx , fT dx.fXdx Scc. defignent. Hac 
igitur fignificationc fumptum differcntiale quantitatis propofitx 
IV, fi id nihilo atquale ponatur , dabit aequationem inter x Sc 
j quaefitam. E. L 

C O R O L L. I. 

32. Si ergo propofita fuerit ejufmodi expreflio fV fun&Io for- 
mularum intcgralium fzdx , ftdx, fXdx Scc. qui, pro de» 
terminato ipfius x valore = 4, debeat effe maximum vel mi- 
nimum : tum loco formularum fZdx , fT dx , fXdx Scc. feri- 
bantur litterx A, B , C , Scc. quo fa&o , cxprelfio fV diffe- 
rentietur his litteris A, B, C, &c. folis tanquam variabilibus trac- 
tatis , arque differcntiale ponatur =0. 

C O R O L t. I L 

33. In hoc diffcrentiair, fn quo Inerunt littera? A, B, C ,' 
&c. cum fuis differentialibus dA, d B, dC &c. littera» A, B, C 
Scc. denotabunt refpcflive valores formularum fzdx, ftdx .. 
fXdx &c. quos induunt pofito x=4j at differentialia dA. 
dB, dC, &c. exprimunt valores diffcrentiales earundem for- 
mularum integralium abfciffx x =4 refpondentes. 

C O R O L I. I I I. 

34. Exprarcedcntibus autem apparet, fi Z, t, X &c. fuerint 
fiinCtiones determinat* quantitatum x , j , p , 7 , &c. tum va- 
lores diffcrentiales dA.dB, dC, Scc. non a valore 4 pendere : 
contra vero fi Z, T, X 8cc. fuerint fiin&iones indefinit* , tum 
valores diffcrentiales dA, dB, dC Scc. fimul a valore 4 pende- 
re debere. 

C O; 
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C O R O L L. IV. 

3J. Cum igitur hoc modo PV fiat fumftio litterarum A, B,C, 
&c. ejus differentiate hujufmodi habebit formam FdA+GdB 
+ HdC + &c. hineque srquatio quarfita erit o = FdA + GdB 
-f- HdC+ &c. ubi F, G, H &c. erunt quantitates conflan- 
tes , per A, B, C &c. determinatx. 

C O R O L L. V. 

36. Aquatio ergo Problemati fatisfaciens , conflabit ex valo- 
ribus difterentialibus fingularum formularum inregralium in ma- 
ximi minimive expreflione /^contentarum, fingulis per conf- 
tantes quantitates determinatas multiplicatis : horum fcilicct pro- 
ductorum aggregatum nihilo arqualc pofitum dabit aequationem 
defideratam. 


S C H O L I O N L 

37. Potuiflemus hanc Problema propofitum refolvendi me- 
thodum , ex folurionibus binorum ProblcmatOm praecedentium, 
per indu&ionem , jam concludere: quippe ex quibus jam pate- 
bat, fi fuerit maximi minimive formula PV, vel produ&um ex dua- 
bus formulis integralibus , vel quotus ex divifione unius per alte- 
ram ortus , tum diffcrentiale cxprelfionis W modo expofito 
fumtum praebere aquationem Problemati convenientem. Pr*f- 
titit autem hoc Problema , ob fummam ejus extenfionem , lin- 
gulari folutione munire. In hoc enim Problemate continentur 
omnes omnino Quarftiones , quae inhoc genere , quo exprdfio 
quaepiam maxima minimave defideratur , unquam proponi atque 
excogitari poflunt : ideoque per iftam Propolitionem penitus 
exhaufta eft methodus maximorum ac minimorum abfoluta , 
quam primo pertra&andam fufeepimus. Praeterea hic notandum 
eft , fi exprdfio PV non tantum formulas integrales , uti pofui- 

X » ' mus. 


F- 
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mus , comple&atur ; verum etiam funttiones determinatas ipfa- 
rum x, y,f, y, &c. tum folutionem nihilo difficiliorem reddi.. 
Nam pari modo, loco harum funCiionum determinatarum,, quanti- 
tates conflantes poni debent , in quas fcilicct abeunt pofito 
x = a ; at poftmodum, in differentiatione ipfius W, has quan- 
titates etiam tanquam conflantes tractari oportet ; eo quod func- 
tiones determinator nullos valores differenriaies recipiunt. Quo 
autem clarius appareat, quomodo Iftiufmodi exprefliones trac- 
tari conveniat ; in fequentibus Exemplis nonnulla occurrent , 
qua; hoc argumentum penitus illufirabunc. 

Exemplum L 

38. Jkventre curvam coordinath orthogonahbuj contentam , tn 

qua fit maximum vel minimum i/ta txpreffio (1 + pp)' *fydx 
q-yfdx V(i+ pp); fi ftnatur abjcijfia x = a.. 

Ponamus arquationem interor & j quarfito fiitisfticientem jam. 
efle inventam, atque pofito x — a fieri j =/ & V C 1 ) 

<=g: itemque fjdx=A s 81/dx y' (1 +/>/>) =B- t erit dA= 

m.dx,8(dB= — w.d j- Expreflio igitur, quae ma- 
xima erit vel minima, hoc cafu /2J, cujus difFerentiale 

c (\ gdA+ f d B', quod pofitum = o, dabit arquationem de* 
fideratam pro curva. Hic fcilicct intelligitur litteras j &/, quae 
cx functionibus determinatis funt orta; , in differentiatione tan- 
quam quantitates conflantes efle traflatas. Subflitutis jam pro > 
dA & dB valoribus debitis .divilioneque per n> fada , orie- 
tur ifla aequatio pro curva quarfita g dx = fd. ^ fp } 

Ponatur ~ = c, ita ut fit ^ t +pp) ~ f * ca ^ u ( l uo 
*=*> erit integrando x + b = atque /> = 
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3 ( - '—V+m ft > = * ± '/<s~ 

(x+ 4 ) 1 ). Curva igitur fatisfaciens eft Circulus, radio c def- 
criptus, abfciflis fuper reda quacunque afTumptis , pariterque 
abfeiflarum initio ubicumque flaturo. Quantitas autem c , qua: 
radium Circuli conftituit, cx. definita abfcifla x = a determina- 


tur; quia eflc debet v = c , cafu quo x = a. Fit 

autem hoc cafu j— h Hr y/ (c* — (x-M) 1 ), & / 0+//) 

= v (re— (,+£)») : unde oritur < *+ *)*)• 

+ ( ce — ( *•+-*)*), perquam , vel c per <r, vel viciflinv 
4 per c determinari poreft. Ponamus cfle h = o , b = — c , 
ita ut axis fit Circuli diameter , initiumque abfeiflarum in verti- 
ce conftituatur ; erit y =V ( 2 cx — xx), atque fiet (4 — c )*' 
= o,’fcu c= 4 . Ex quo intclligitur, hoc cafu quadrantem 
Circuli quarfito fatisfocere. Sin autem initium abfeiflarum in lo- 
co diametri quocunque capiatur, fiet tantum A = o , «St fi ap- 
plicata: pofitiva? fumantur fiet (x-f-A)* = o,fcu, b =. — a.. 
Diameter Circuli ergo manet indeterminatus: portioque Cir- 
culi hoc modo fumti quieftioni fatisfaciet , qua? abfciflx a fuat 
origine ad centrum Circuli ulque produdae refponder- 


Exemptum: IE. 


39; Invenire taxationem inter x & J pro valore defruto x- 

=* a, hatexprefio y ^ "^ pp ' fydx fat maximum vel mini - 
tuum. 


Pofito x = x , fiat J=f , fdx /Y I +// J — A S fjdx* 


= £, erit dA 


nr. 


d. 


& d 3 = n y. dx.. 


*^( 1 +Pf) 

Maximum ergo minimumveefle oportet hanc quantitatem/' 4 E\, 


cujus differentiale eft/^ BdAlf-\- f dB; quod pofitum=0' 
dabit BdAlf=-^—dB. Pro xquat : one qu*fita igitur ha- 

X i, betur 


1 


l£6 
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betur Blfd. ^ { _ = J x , & integrando^^^ 
— ^ ( \+ pp ) > P ofito B*f= e* Habetur ergo p ~ 


b+x 


Erit 


sjic—a+.f) &7=*±</(‘‘—(.i+*y>- 

i°itur/= h + V ( c l — H 4- 4 )* ) , pofito x = a , atque 
B—fj dx = ha +*/" d x y/ ( «- 1 — (£+•*)*)> pofito poft 
integrationem x = 4. Fa&o igitur Blf — c, innotefcet va» 
lor 4 , cui fi x arqualis capiatur in Circulo radii c , portio abfcin- 
dctur Problemati fatisfaciens. Csctcrum ex his & Coroll. j 
colligere licet , quoties formula maximi minimive fuerit fundtio 
quxcunque binarum harum formularum fydx&fdxy/^i +pp), 
curvam fatisfacientem perpetuo efle Circulum : tantum ex folu- 
tione quantitas portionis latisfacientis debet diligenter invefti- 
gari ac determinari. 

Exemplum III. 

40. Invenire aquattonem inter x&y ,ut -.pcfito x = a, maximum 
minimumve jiat tjla ex prejficc + PP, ^nfdxi/^i + pp) j x 

Ponamus , cafu propofito quo x —a, fieri nfix \J ( t -f- pp) 
?x=:A, atquc/V”^*^ 1 dx = B; ita ut maximummi- 
nimumve fit hxc quantitas t A B , cujus differcntiale eft 

t A dB — e ~~T- BdA i quod politum = o dabit xqua- 

tionem hanc dB= BdA. At eft d A valor differcntialis for- 
mula: nfdxj{\ +//)> unde erit dA =. — nt.d. : 

atque dBcfr valor differcntialis formula: fe ^ 1 ^ dx , 

qux continetur in Cafu fecundo 5. 7, ubi eft Z — t +/’/’) 


& n = fdx /(1 + p p) , ita ut fit Z — e 


»n 


& dZ 


t Wn, unde erit L — e n, & reliqua: littera: M, N, 

B, 
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F, &c. lient = o. Porro, ob n=fdx</(i +pp), erit [2] 

— V ( i+/f), & ^[2] = ex quo erit [M] 

— CT > [#]=<>, & [f] = JZr P +Jfy J am cd/Ldx 

— »ft n ^ ixs ^- 1 ~^ pp ^ dx, cujus valor , polito x = 4, 
erit = n £ ; hineque V= n {B — fe n f dx ^^ 1 +M) Jx)r 
Per Regulam ergo datam fiet d B — n ». dx( — A l JJI v ) 

__ n , d __ * n 
nK d ' VZT+fp) “ _ — n K. 

d ’ /(”+#) ’ ^ B =3 B d A. Integrando itaque cric 


„ K B-r^ fdxHl+pp) d^ *B P 


— nb f. 


V (» +P?') V ( i + pp) ' 

tocqoe *yiL±i£) = ri ”rj^(.i+nij^ Ex qiu 

aequatione , quia valor determinatus a exceflit , perfpicuum cfir 
aequationem inventam pro quovis ipfius x valore aeque valere. 
Ut autem hanc aequationem evolvamus , erit , differentialibus. 

fumtis ’ virr+iT) = ‘ ,lfdx ' /( ' 1+pp ' ) Jx : quae, per 
V ( 1 4 - pp') multiplicata atque integrata-, dat — -f- e = 

nfdx^(i + pp) . ... . . , 

* » qui exponentiahs quantitatis valor in illa 

aequatione fubftitutus, dabit + c d x UjP 

H __ u P *V( «+/>// 

feu dx =j ^ + ej>; v(i+/jry Commodior autem aqua- 
tio oritur , fi ponatur fd x \/ ( x pp') = -r, erirque ^ arcus, 
curvae, fi fuerint x & j coordinatar normales. Quare habebi- 
tur ifta arquatio nb 4- c p =s e n s p , qua? per ^ x v multiplica- 
ta, ob </7 =/n/x, abit in hanc »£<*x tdy 

Cumji 
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Cum autem , pofito , x = o , arcus s cvanefcere debeat , ne~ 

Ceflc eft ut fit hoc cafu — * -+- c = o ; hinc itaque vel dato 

t 

curvae initio conflans c determinabitur , vel viciflim ex c pofitio 
primi tangentis innotefeet. Caeterum fi hanc quxftionem atten- 
tius contemplemur, deprehendemus eam jam contineri in Exem- 
plo quodam Capitis priced. §. 4J. Cum enim noftra expref- 

fio, quar maximum minimumve efle debeat, fit# »/'W( I +£p) 
+pp ) p 0naturca== ff'erit# ,, ^ x ^ 1 

__ y t "fdxy/(i+pp) atque diflerentiando fiet dbV 
+ nlYdxy/(i-\-pp) = dx. Maximi igitur minimive cx- 
preffio IV datur per arquationem differentialem , quae in Cafu 
quarto §. 7 continetur: atque methodo convenienti rraftata 
ad eandem perducit aequationem, quam hic invenimus. Qurfi- 
tionem autem illam in fc comple&entem fupra in Cap. pric. 
§. 4J tradavimus , in quo hunc ipfum cafum adjun&um fpec- 
taje licet. Comparatione autem inftitura , fummus perfpicie- 
tur confenfus folutionum variarum ejufdem Problematis, quar 
quidem tentari queant. 

Exempvum IV. 


4 1 . Invenire curvdm in qua, pro tUu dbcijfd = ijfd/ ijtd exprejfo 

fd x fin. A. y. t + PP ) / 

/n — — - 1 mdximum vel mimmum. 

fdx coi. Ay. +pp) 

Pofito -v = 4 , fiat fdx ( 1 4- pp~) *' * fin. A y = A, Sc 

I 

fdx ( 1 +pp ) T cof. A j = B ■, erit , per valores differentiales, 
dA=n„ dx(( x -\-p py 1 cof. Aj d. > & 

dB=n,.dx(—(i+pp)' tl Gn.A ,— £ d. )• 

Cum igitur -j- debeat efle maximum vel minimum , erit BdA 
» * 

r= 
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A 


ss= A dB; pofito ergo = r * , fiet ( 1 +pf > ) dxc of. A/ 

— 4. -£il^==~w(t+A>)^fin. A» — ««/ 

VO+tf) ^ 1 vv+pp) 

Multiplicetur per erit [ ob ^ ( 1 4 - />/ ) fin. A^ = 

<K * +pp ) ' 1 cof - A ; y Se j. e 1 +//)' 1 cof. 

A/ = — <fy( 1 +//’)* * fin A ' r + (i+//) 

fin. A; — </. =*”"*. (1 +PP) cof Aj * 

md - Vt?in Y qu * integrata & rcdudla pr * bct T<7T*7) 

__ m eor Aj > _{_ y 5 five £ v^(i +/>/) = fin- A jr — cof A? » 
V(* -r#>) „ . , , _ 

ubi notandum eft fieri debere , ii x = 4 ponatur , ‘ m = 
fdx( i.+ pp ) ,_ m f ,r L-tJ , Sit m = A ” = tang. A » ; fiet 

fd x ( 1 + p p )* 1 cof. Ky cui. An 

* V ( * +//) = fin c ^ 7 A?^ » atque.y=»+ A fini(i+/>/>) 1 
cof. An. Quia vero eft dj—pdx , erit dx = At eft dy = 

-7 — — c pdp ■■ pofito £ cof A» =c. Ex 

quibus conficitur x | + f>f)) ( ,‘if <c _ , cfp y ^ 

J * 

/=/: 


rP) 

= A fin. 77—^ v. Quare fi 

V.i — ce — ecpp ) V(i — ce) 


; longitudo autem curvas 

L f . L 


V '. » +PPJ( • 

erit =/- r ‘M. 

arcus curvae dicatur s ; habebitur ifta concinna a-quatio d x lin. At 

— .,- c . : Conftrudlio vero ex anterioribus formulis Ipon- 

v(« — ce) 
te confequitur. 


Euleri de M*x. & Mi*. 
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Cura autem , polito , x = o , arcus s evanefccre debeat , ne- 

£cflc eft ut fit hoc cafu — 4- c = o ; hinc itaque vel dato 

curvat initio conflans c determinabitur, vel viciflim ex c pofitio 
primx tangentis innotelcet. Caeterum fi hanc quaeftionem atten- 
tius contemplemur, deprehendemus eam jam contineri in Exem- 
plo quodam Capitis praeced. §. 4J. Cum enim noflra expref- 

fio, quar maximum minimumve efle debeat, fit* »fdx\J{i+pp) 
j e >ifdxy/{ 1 +pp) j x . p 0naturca== erit* , ^ x ^ 1 

= f e V( 1 +/’/’) atque diflferentiando fiet dlV 
-\-nlVdxy/(i-\-pp) = dx. Maximi igitur minimive cx- 
preflio W datur per aequationem dijferentialem , quae in Cafu 
quarto §. 7 continetur: atque methodo convenienti traftara 
ad eandem perducit aequationem , quam hic invenimus. Quact- 
tionem autem illam in fc compledentem fupra in Cap. preee, 
§. 4J tranavimus, in quo hunc jpfum cafum adjundum fpcc- 
taae licet. Comparatione autem inftituta , fummus perfpicie- 
tur confenfus folutionum variarum ejufdcm Problematis, quar 
quidem tentari queant. 

EXEMPfcUM IV. 

4 1 . Invenire curvum in qua, pre d*t* ubciffa = a Jidt ijfd exprejfe 

fd x fin. A. y. VC 1 + pp ) , . . 

n , . muximum vel minimum. 

fdx coi. Ay. VC» +PP) 

Pofito .v = 4 , fiat fdx ( 1 + pp') '■ * fin. A y = A, Sc 
fdx ( 1 +pp ) T cof. A y = B ; erit , per valores differentiales, 
dA=u,.dx(( 1 + ppf \ 0 f.Aj~± d. , & 

dB=*.,.dx(— (x+pp)' i Gn.A r - £ d. )♦ 

Cura igitur ~ debeat efle maximum vel minimum , erit BdA 
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= AdB, pofito ergo = fiet ( 1 +pp') Vxcof.Ajr 
— d. - >;^'\ A -A= — w(i -+-//» ) T ^fin. A/ — W. ^ ■ L0 ^, A J . 

v'(i+«0 v rr ' y VU +/>/■) 

• |* 2 

Multiplicetur per p, erit ob ^ ( 1 + />/ ) fin. A y = 
<K * +PP ) K * cof. Ay + * & ^ ( 1 + '^' >I ^ C ° f ' 

Aj = — dy{i +pp f 1 fm A. 7 •+- (!-}-/•/) ' * 

feA ^^w5 " , ^ 0+/ ' >i:ieoC A7 ~" 
*'• vur^y intcsrata & redu,aa pr * bct 

= w cof Aj> q_ £ ? fi vc £ ^/(i +/>/) = fin. A y — w cof. A;r ; 
vC 1 -r /P) 

ubi notandum eft fieri debere, fi x = 4 ponatur , m = 




fJx(t.+ pp) ' fin. Si£ „ = fi^Al» = „ A » ; fiet 

/</x( 1 +/>;)* * cof. a? ty ‘ ™ 

* d C * +// ) = fin c ^ 7 ^ » atque> =»+ A 

cof. A». Quia vero eft dj -=pdx , erit dx = y-. At eft </? = 

— — — .. e ? A P ■ , pofito b cof. A » = e. Ex 

i+fp)(i ce — ccppy r 


V( 


quibus conficitur * =/ ^ l + tcff - y ctque 

» = /" C P ,! P . ; longitudo autem curva: 

1 J V-^+pp;(t — ce — cc r p) b 

erit —f -y — . cd P — - == A fin. jr~ f - y Quare fi 

arcus curva: dicatur s ; habebitur ifta concinna a:quatio dx fin. As 
— ■ v : Conftruftio vero cx anterioribus formulis Ipon- 

te confcquitur. 


Euleri de Mjx. & Min. 
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SCHOLION II. 

42. His igitur Capitibus penitus abfolvimus eam Methodi 
maximorum ac minimorum ad lineas curvas inveniendas ac- 
commodatx partem , quam abfolutam vocavimus : in qua fetn- 
per linea curva requiri folet , qux habeat , pro dato quodam 
abfcilTx feu alterius variabilis x valore , expreflionem quamcun- 
que indeterminatam, maximum minimumve. Nam ifta expref- 
fio , qux maximum minimumve e(Tc debet , vel erit una qux- 
dam formula integralis formx fZ d x , ita ut Z fit fiin&io qux- 
cunque ipfarum x, r,/, f , &e. five definita five indefinita» 
pro quibus cafibus Methodum tradidimus in Capitibus prxee- 
dentibus : Vel maximi minimive expreflio illa continebit in fc 
plures ejufmodi formulas integralcs, ita ut fit duarum pluriumve 
formularum integralium fun&io quxeunque; pro hocque cafu Me- 
thodus idonea in ifto Capite eft expolita , atque Exemplis il- 
luftrata. Univerfa autem Methodus , quam hic dedimus , ni- 
titur inventione valorum differentialium , qui lingulis formulis 
integralibus qux vel ipfx maximum minimumve elTe debeant, 
vel in maximi minimive expreflione contineantur, atque ideo to- 
ta folvendi Methodus reducitur ad Cafus illos , quos §. 7 hu- 
jus Capitis conjumftim reprxfentavimus. Qui igitur illos cafus 
in memoria tenet , vel in promtu habet , is ad omnia hujus 
generis Problemata expedite refolvcnda erit paratus. Neque 
vero folum Cafus ibi enumerati Methodum maximorum ac mi- 
nimorum abfolutam conftituunt ; verum etiam Methodum alte- 
ram relativam , quam in fequentibus aggrediemur , abfolvent ; 
cx quo illorum Cafuum fummus ufus in utraque Methodo abun- 
de perfpicietur. Hanc autem traftationem duobus Capitibus 
abfolvemus , in quorum priori omnibus curvis , ex quibus qux- 
- fita debet erui , unam quandam proprietatem communem , in 
poficriori vero plures tribuemus. 
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CAPUT V. 

Methodus , inter omnes curvas eadem proprietate 
pr aditas , inveniendi eam , qua maximi mtnimive 
proprietate gaudeat. 

Definitio. 

«. T^Roprietas communis eft Formula integralis , feu expref- 
X fio indefinita , quae in omnes curvas ex quibus quarfi- 
tam determinari oportet, aequaliter competit. 

SCHOLIQN l. 

’ t. Ha&enus Methodum maximorum ac minimoAim tradi- 
dimus abfolutam , in qua perpetuo , inter omnes omnino curvas 
eidem abfciflx refpondcntes, una requiri folebat, qui maximi 
minimive cujuspiam proprietate gauderet. Nunc autem pro- 
gredimur ad Methodum relativam . in qua unam lineam maximi 
minimive proprietate praeditam determinare docebimus, non ex 
omnibus omnino lineis eidem abfcifli refpondcntibus , verum 
ex illis, innumerabilibus quidem, lineis curvis tantum , quibus 
una quaedaim proprietas propofita plurcfve fint communes. Ac pri- 
mo quidem , in hoc Capite , innumerabiles curvas eidem abfeif- 
f* refpondcntes contemplabimur, qui unam quandam proprie- 
tatem habeant communem; ex liisque unam lineam inveftiga- 
bimus, in qua expreflio quicunque indefinita maximum mini- 
mumve obtineat valorem. Hoc in genere inprimis celebre eft 
Problema Ifopenmetrtcum , initio hujus ficuli publice propofitum, 
in quo , inter omnes curvas ejufdem longitudinis qui quidem 
eidem abfcifli refpondeant , eam definiri oportebat , qui conti- 
neret maximi minimive cujuspiam proprietatem. Poftmodum 
autem hic Quiftio in latiori fenfu eft accepta , ut ifta deter- 
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minatio non folum inter omnes curvas ejufdern «longitudinis fie- 
ret , verum etiam inter omnes curvas alia quacunque proprietate 
communi priditas ; quam ipfam qmftioncm in hoc Capite per- 
traftarc fufeepimus. Cum igitur curva fit eligenda, non cx omnibus 
omnino curvis eidem abfcilEx refpondentibus , verum ex iis , innu- 
merabilibus dunraxat , in quas proprietas quaepiam propofita 
arqualiter competar j hanc ipfam proprietatem ante omnia con- 
fiderari oportet, quam hic nomine proprietatis communis indi- 
camus. Hic igitur proprietas communis, veluti arqualitas lon- 
gitudinis curvarum, omnia pun&n media afficere debet, & hanc 
ob rem erit funftio indefinita , qui , non cx unici curvi elemen- 
ti , verum ex totius curvi politione determinetur. Quam 
ob rem iftiufmodi proprietas communis erit , vel formula intcgralis 
indefinita fiinplcx, vel exprdfio plurcs ejufmodi formulas inte- 
grales complectens. Omnino igitur pari modo erit comparata, 
quo ipfa maximi minimive formula, feu exprelfio. Eidem igi- 
tur varietates atque divifiones , quas ante circa maximi minimi^ 
ve exprelfionem fecimus & tranavimus , ique ad proprietatem 
communem pertinebunt 

C Q R O L L. I. 

3. Si igitur proprietas communis fuerit propofita, qui fit B, 
tum omnes curvi funt confiderandi , qui pro eadem data abf- 
cifla eundem valorem ipfius B continent ; atque ex his ea der 
bet definiri, qui habeat maximum vel minimum. 

C O R O L 1. It. 

4. In Problematis ergo huc pertinentibus duas res datas e fle 
oportet , proprietatem communem B , ac maximi minimive cx- 
prclfionem A. Quibus datis , inter omnes curvas pro data 
abfeifia eundem valorem B continentes , ea definiri debebit , 
qui pro eadem abfeifia valorem ipfius A habeat maximum vel 
minimum. 


Co- 
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C O R O L L. III. 

j. Dantur autem non fo!um infinitje curvae , qua pro data 
abfcifla eandem proprietatem communem habeant, fcd etiam 
dantur infinitis modis. AfTumta enim curva quacunque pro 
lubitu , ea determinatum habebit valorem proprietatis commu- 
nis propofit* ; praeter eam autem dabuntur innumerabiles aliae 
eundem valorem proprietatis communis pro eadem abfcifla con- 
tinentes. 

C O R O L L. IV. 

f 6 . Propofit» igitur expreffione quacunque indefinita, innu- 
merabilia infinitarum curvarum dabuntur genera ; quorum quod- 
libet genus infinitas in fe complebitur curvas , quae pro eadem 
data abfcilfa eundem illius exprciConis valorem contineant. 

C O R O L 1. V. 

7. Cum igitur infinita dentur genera , quofum fingula innu- 
merabiles lineas curyas comprehendunt , in quas propofita pro- 
proprietate communi expreflio aequaliter competat i in uno quoque 
genere dabitur una curva , quae , pro reliquis ejufdem generis, 
curvis , alteram expteflionem in maximo minimove gradu con- 
tineat. 

C O R O L E. vr. 

8. Quoniam ergo , ex ^loliber genere, una curva maximi' 
minimive proprierate prardit.? invenitur j omnino ejufmodi cur- 
vae fatis facientes infinitae invenientur , quarum quaevis ira erit 
comparata , ut inter omnes alias eadem proprierate communi 
gaudentes , maximi minimive proprietate fit praedita.. 
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S C H 0 L l 0 H II. 

g. Hxc omnia magis illuftrabuntur, fi proprietatem commu- 
nem , de qua ha&enus in genere fumus locuti , definiamus. Sit 
igitur proprietas communis , formula longicudinem arcus curvae 
exprimens , maximi minimive expreflio autem fit fzdx-, ita ut, 
inter omnes curvas qua’ habeant arcus eidem abfeiffie relpondcn- 
tes inter fe aequales, ea debeat determinari, in qua pro ea- 
dem abfeifla fia t/Zdx maximum vel minimum. Manifeftum 
autem cft , non folum infinitas lineas curvas dari pro eadem 
abfeifla longitudine squales , verum hoc etiam infinitis modis 
fieri pofle. Sit enim abfeifla communis = 4, fumaturque qux- 
cunque longitudo t major quam 4 , infinitae exhiberi poterunt 
fines , tum reftse tum curvx , quarum lingularum longitudo fit 
= e; atque inter has definiri poterit una , in qua fit /Zdx 
maximum vel minimum. Loco c cutem infinita? accipi poflunt 
quantitates; eo quod alia non ndcfl conditio, nifi ut fite >4; 
atque quilibet valor pro c afluimus dabit unam curvam maxi- 
mi minimive proprietate prxditam. Quamobrem, pro infinitis 
ipfius f valoribus , infinitx reperientur lineae curvx quxflioni fa- 
tisfacientes. Neque ramen idcirco Quxftio pro indetermina- 
ta efl habenda : nam folutio ipla , infinitas curvas fatisfacicntes 
prxbens , ita cft interpretanda, ut unaqusque harum curva- 
rum inventarum inter omnes alias sque longas poflidear valo- 
rem formuls fZdx in maximo minimove gradu. Perfpicuum 
autem eft, quod hic de squalibus arcubus curvarum offendi- 
mus , idem de alia quacunque formula feu expreflione indeter- 
minata valere debere. Iu fi , inter omnes curvas qus , pro data 
abfeifla* =4, valorem formuls fTdx eundem continent, 
ea requiratur in qua fit fZdx maximum vel minimum; tum 
infinitx quidem reperientur linex latisfacientes : verum hx inter 
fe ita diferepabunt , ut quxlibet , inter omnes alias poflibiles 
lineas curvas fecum valorem formuls /T d x communem habon- 
tes, contineat formulx/Z^* valorem maximum vel minimum. 

P R O- 
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Propositio I. Theorema. 

IO. Qua curva , inter omnes omnino curvas eidem abfcilfa t ef- 
findent es , nux imi minimive cujufpiam propoftti pro friet Ale gau- 
det i eadem curva fimul , inter omnes curvas communi quacunque 
tum ipfa proprietate praditas , eadem maximi minimive proprietate 
gaudebit. 

D BUONSTK-dTJO. 

Sit maximi minimive exprefiio =A, propriem autem com- 
munis = B ; eritque tam A quam B, vel formula integratis 
indefinita , vel expreffio ex hujufmodi pluribus formulis compo- 
fita. Ponamus jam curvam cfle inventam , qua? , inter omnes 
omnino curvas eidem abfcifl* refpondentes , expreflionem A 
contineat maximam vel minimam; ea curva certum quemdam 
expreflionis B continebit valorem ; praeter eam autem dabun- 
tur innumerabiles ali* , in quas idem expreflionis B valor com- 
petet; h*que innumerabiles curva? omnes jam continentur in 
illis omnibus omnino curvis , ex quibus ea , in qua cx- 
preflio A eft maximum minimumve , eft inventa. Cum igi- 
tur harc curva , inter omnes omnino curvas , propofita maximi 
minanive proprietate gaudeat ; eadem quoque, inter illas .infi- 
nitas curvas fecum expreflionem B communem habentes , valo- 
rem expreflionis A maximum minimumve poilldebic. Q_E- D. 

C o R o l L. I. 

11. Methodus igitur abfoluta etiam Problematis Methodi 
rclativx refolvendis infervit : dum unam femper curvam fatis- 
facientem exhibet, Verum tamen folutionem completam noo 
largitur. 

C O R O L t. II. 

ia. Curva ergo, quae, inter omnes , expreflionem A habet 
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maximam vel minimam, erit una ex infinitis illis curvis , qua- 
rum fingular , inter omnes alias fecum communi proprietate B 
gaudentes , eandem exprdfionem A maximam habent minimam- 

YC- 

C O R O L L. III. 

13. Solutio igitur Problematis, quo, inter omnes cnrvas ea- 
dem communi proprietate B pratditas, ea quarritur in qua lit 
A maximum vel minimum, latius patebit, quam fi abfolure , 
inter omnes curvas , ea qu.vrerctur in qua eft A maximum vel 
minimum ; iliaque folutio hanc tanquam cafum fpccialem in 
fc comprehendet. 

Propositio II. Problema. 

14. A fethodum refolvendi Problemata , in quibas , inter omnes 
t urves communi quadam proprietate pandentes , ea requiritur qua 
maximi minimive cujuspiam prepofiti proprietate gaudeat , in ge- 
nere adumbrare. 


SOLUTIO. 

pig' I? Omne maximum vel minimum ita eft comparatum, ut, fic- 
ta mutatione infinite parva, valor ejus omnino non immute- 
tur. Quamobrcm fi curva az, inter omnes curvas eidem abf- 
ciflx A Z refpondentes , quje quidem communi proprietate B 
gaudeant , habeat valorem expreffionis A maximum vel mini- 
mum; eundem valorem retinebit, fi ipfi talis mutatio infinite 
parva inferatur, qua communis proprietas B non turbetur. Ad 
hoc autem non futficir , ur ante fecimus , unicam applicatam , 
puta Nn, particula infinite parva nr auxiffe : quonam enim 
hoc modo tota mutatio unica conditione determinatur, per cam 
effici nequit , ut ram proprietas communis B in iplatn curvam 
& immutatam arqualiter competat , quam maximi minimive cx- 
preffio A. Quocirca mutationem adhibendam binis condirio- 
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nibiis determinatum e fle oportet; id quod obtinebitur, fi bina? 
applicata? N n, & Oo particulis infinite parvis n» Sr 0« augean- 
tur. Quod fi ergo curva hoc modo immutari concipiatur ; pri- 
mum efficiendum eft , ut proprietas communis cum in iplam 
curvam tum in mutatam arque competat; deinde etiam maximi 
minimive expreflio in utraqufc curva eundem valorem rcynerc 
debebit. Priusprarftabitur.fi expreflionis, qua proprietas com- 
munis continetur, valor difFercntialis inveftigerur, oriundus ex 
translatione binorum n & o in»& a, ifque evanefeens pona- 
tur : pofteriori vero conditioni fatisfiet, fi pari modo valor dif- 
ferentialis expreflionis , qua? maximum minimumve efle debet , 
quxratur, oriundus ex binis particulis n» & o u , atque nihilo 
aequalis ponatur. Hoc pado, dux obtinebuntur xquationes , 
altera ex proprietate communi , altera ex maximi minimive ex- 
preflione ; utraque aurem ejufmodi habebit formam £ n, + 
T. o u = o ; in qua S 8 tT erunt quantitates ad curvam perti- 
nentes. Ex binis autem ejufmodi xquationibus eliminabuntur 
particulx n» & o a; provcnictquc xquatio pro curva quxfita , 
qux, inter omnes alias eadem communi proprietate B prxditas, 
habeat valorem expreflionis A maximum vel minimum. Q.E. 

K 

C O R O L L. I. 

1 5. Solutio igitur hujufmodi Problematum quoque reduci- 
tur ad inventionem valorum differcntialium : ip(i autem valo- 
res differcntialcs ab iis quos ante dedimus in hoc diferepant , 
quod ex translatione duorum curvx pundtorum definiri debeant. 

C O R O L L. II. 

1 6. Ejufmodi valores differcntialcs ergo ex duabus particu- 
lis nr & 0« oriundos, in quovis Problemate, binos invefti- 
gari oportet; alterum pro proprietate communi, alterum pro 
maximi minimive expreflione. 

Lulcri de Mux. cr Min. Z Co- 
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17. Inventis autem in quovis Problemate his duobus valo- 
ribus diffcrcntialibus, uterque nihilo aequalis poni debet; ex quo 
bina: nafcentur aquationes, qux, eliminandis particulis afium- 
tis ni & o a, prxbebunt unam xquationem naturam curvx qux- 
fitx exprimentem. 

C o R o L L. IV. 

j 8- Si ergo , inter omnes curvas eidem abfciflx rcfponden- 
tes , qux communi proprietate B xqualiter funr prxditx . ea 
requiratur, in qua expreflio A fiat maximum vel minimum ; 
tum utriufquc expreffionis A & B valores diflfcrentiales, ex bi- 
.nis particulis n ► & o u oriundi , quxri , & nihilo xquales poni 
debent; ex quibus duabus aquationibus fi eliminentur particul* 
iu Sc 0«, emerget aquatio pro curva quxfita. 

C O R 0 L L, V. 

ip. In hac itaque operatione, amb.r exprefliones A Si B 
omnino pariter tractantur; neque in confidcrationem venit, utra 
vel proprietatem communem vel maximum minimumvc deno- 
tet. Ex quo perfpicuum cft, eandem folutionem prodire debere, fi 
exprefliones A Si B inter fc commutentur. 

C O R O L L. VI. 

20. Eadem ergo folutio locum habebit, five, inter omnes 
curvas communi proprietate B gaudentes , ea quaeratur in qua 
fit A maximum vel minimum : five vici/fim , inter omnes cur- 
vas communi proprietate A gaudentes, ea quaeratur in qua fit . 
B maximum vel minimum. . 


SCHQ- 
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it. Ambas expreffiones A 8 c B. licet in fe fpeAit* res om- 
nino diverfas fignificent , inter fe commutabiles c fle ipfa folu- 
tionis natura fponte patet. Quod (i enim ad binas particulas 
n t & ou refpiciamus, quibus applicatae Nn & Oo augentur i 
primum eas ita comparatas dTe oportet , ut proprietas communis 
£, tam in ipfa curva quam in mutata , eundem valorem ob- 
tineat ; fcilicet proprietas communis B in curvam a m n o p z & 
in am> «pt aeque competere debet: deinde pari modo per ea £ 
dem particulas ni> & o# efficiendum eft, ut expreffio A, quas 
maximum minirnumve dTe debet , tam pro curva a m n o p z quam 
pro amnwpz eundem valorem recipiar. Atque adeo, tam pro- 
prietas communis, quam maximi minimive natura, eandem pla- 
ne conditionem in calculum inducit; ex quo manifeftum eft ambas 
expreffiones datas , quarum altera proprietatem communem , alte- 
ra maximi minimive rationem continet , inter fe commutari at- 
que confundi polle , falva Solutione. Hanc ob rem ergo , in So- 
lutione hujufmodi Problematum, fufficit nolfc ambas illas ex- 
preffiones ; neque ad Solutionem abfolvendam noffie opus eft , 
utra proprietatem communem aut maximum minirnumve fignifi- 
cct. Sic li , inter omnes curvas longitudine xquales , quxra- 
tur ea, qua; maximam arcam comprehendat ; eadem reperitur 
curva qux prodit , fi , inter omnes curvas xquales areas inclu- 
dentes, ea quxratur qux fit breviffima, vel minimam longitudi- 
nem habeat. Hxc ita fe habent, fi maximi minimive quod qux- 
ritur natura ita fuerit comparata , ut ejus valor differentialis fit 
= 0. Jam fupra autem animadvertimus, duplicis generis dari 
maxima & minima, in quorum altero valor differenrialis fit =— o, in 
altero vero = 00. Hic vero tantum maxima ac minima prioris ge- 
neris contemplamur; nam, in hac Methodo relativa, pofterius oenus 
locum omnino habere nequit. Quod fi enim valor a ift cremia- 
lis, qui convenit maximi minimive expreffioni, infinite magnus po- 
natur; tum ex hoc folo xquatio pro curva reperitur ; neque ideo 
proprietas communis in computum ingreditur. Quare, fi hujus 

^ a generis 


Digitized by Google 


>$o de Methodo 

generis maximum vel minimum in Methodo abfoluta locum ha- 
bet, eadem curva in Methodo relativa eadem proprietate gau- 
debit, quxeunque proprietas communis adjungatur. Cum igi- 
tur torum Solutionis hujufmodi Problematum momentum verfc- 
tur in invemione valorum diffcrentialium , qui ex binis particu- 
lis n r & o u oriuntur ; Methodum trademus, cjufmodi valores 
differentiales pro quacunque expreflionc indeterminata invenien- 
di , eo modo , quo fupra ufi fumus ad inveniendos valores dif- 
fercntiales ex unica particula n > oriundos. 

Propositio III. Problema. 


Fig. iy. 


a 2. PrepoftA quueunque expreffwne indeterminutA , tjtu *d ddUm 
Afcijfam AZ refer Aturi invenire ejut valorem different ialem , or- 
tum ex trunsUttone binorum curvu fundorum n dr o in » & u. 


SOLUTIO. 


Ponamus abfeiflam AI=*, & applicatam Ii =y. erit 
Kk = /, Ll=/, M m = /" , N n = y v , Oo=/, 
Pp=/" &c. Harum applicatarum dux tantum, nempe/’' 
& j patiuntur alterationcm a particulis n * & ou ipfis adjun&is. 
Erit igitur applicat* / ' valor diffcrcntialis = n», & applica- 
x /' valor differentialis — ou , reliquarum vero applicata- 
um omnium valor diffcrcntialis erit = o. Hinc reliquarum 
quantitatum ad curvam pertinentium f, q, r, s , &c. valores 
differentiales habebuntur , quatenus ex ab his binis applicatis 

/ w & j pendent. Sic cum fit f = ■ , erit valor diffc- 

rentialis ipfius * = o ; fimiliterque ipfius f',Scff : at cum fit 

J V JU m „ „ 

f" = - — -j— <?— , erit ipfius/" valor differentialis = — ; 
ob / w = y 3 erit valor differentialis ipfius p ,v = ~ 

— Jx’ P orTO£ l ue *pfi us /' erit = ~ j“. Deinde cum fit 
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fi' — — p 

q — F jx ’ cr ‘ t va * or deferentialis iplius q' = ~ ; ipfius 


r = 


0 u 
dx* 


* u x j '/ 2 o u , 

, iphus q — — — »- + 


Uf 


Ipfius Hocque modo fimiliter progredi licet ad 

fequentes quantitates r, /, &c. cum fuis derivativis; hineque 
nafcetur fequens Tabella, qua fingularum harum quantitatum va- 
lores diffcrentiales exhibentur. 


d. y v == »x 

d. y' = oo, 

d, q 9 — 

* ? «*x‘ 

d" ~ 5dLL 4 . £" 

? Jx* + Jx* 

J J v »» X 2 0 AI 

J J» U II 

d -p = n 

l «X . 0 U 

df — ~ Tx + Tx 

d.p' = — . 

* dx 

==+ E- 

- Kf + £ 

-+s 

/ = 4^x 4. £*_ 

Jx 4 + i * 4 

j.» i_ 5 » x 40 » 

T </x» <*X* 

•J #V «X , 3 0« 

Jx* + X? 

/ r v — m 

■ * + dx 9 dx - * 

j /// 4 ” x , 5 0 « 



J /w . W X 4 Oa 

i -‘ — + 1P — fe 

J V , On 

d ' S — + S* 


&c. 


Ex hac Tabella perfpicitur, in valoribus diflferentialibus totidem 
terminos particula o« affedos occurrere, ac particula n» ; at- 
que in utrifquc pares adefle coefficientes : diferimen vero in 
hoc confiftcrc , ut cuilibet termino particula o u aflefto reipon- 
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deat quantitas immediate fequenscam, cuirefpondet fimilis ter- 
minus particula n t affc&us. Sic dum terminus — f re- 
peritur in valore differcntiali quantitatis q" . ita terminus 
— adell in valore diffcrentiali quantitatis fequentis q v . 

«X 

Deinceps, ob duplicis generis terminos in valoribus differen- 
tialibus occurrentes , quorum alteri particulam n » , alteri parti- 
culam o u involvunt , valor diffcrcntialis cujufcunque expreffio- 
nis indeterminata? hujufmodi habebit formam n ». /4- o o>. K j 
de qua primum, manifeftum eft membrum prius n r. I cffcejuf- 
dem expreffionis valorem differentialem , qui oritur fi fola parti- 
cula n» confidcretur; eritque ideo n ». / ille ipfe valor dirfe- 
rcntialis, quem fupra pro quavis expreffionc oblata definire do- 
cuimus; ita ut hoc membrum per praecepta fupra tradita pro 
quavis expreffionc indeterminata exhibere liceat. Quod ad al- 
terum membrum ou. K attinet, quia finguli termini in quibus 
o u ineft perpetuo refpondcnt quantitatibus fcquentibus eas , 
quibus refpondcnt fimiles termini particulam ne involventes i 
palam eft quantitatem K fore valorem , quem quantitas / in pro- 
ximo fcquente loco induit, atque idcirco elle K = I' = /4- 
d I. Quare cum membrum n v. / ex prxeeptis jam fupra datis 
alfignarc queamus , ex eo porro alterum membrum o u. K = 
o u (/-f-^/) innotefcct. Sit igitur V expreffio quaxunque in- 
determinata , cujus valorem differentialem ex duabus particulis 
nv & ou oriundum definiti oporteat. Ponamus ejus valorem 
differentialem ex unica particula n» oriundum effe = n». /; 
eritque valor diiferentialis qui ex ambabus particulis n» & 
o u oritur, = n». / 4 - o /' , feu = n». / 4- o « (I + dl); 
qui igitur ope regularum fupra datarum facile affignari poterit. 
Q,EI. 

C O R O L L. I. 

Omnium ergo expreffionum , quarum valores differentia- 
.les cx unica particula nv oriundos invenire docuimus, earundem 

k valo- 
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vatorcs differentialcs cx binis particulis n* &o» oriundos nunc 
definire poffumus. 


C O R O L L. II. 

14. Harc igitur Methodus valebit tam ad expreffionum va- 
Ibres diffcrentiales inveniendos, qui non pendent a quantitate 
ahfciffx propofit* A Z , quam qui ab illius abfciife longitudi- 
ne pendent. . 


C O R O L L. III. 

25. Quin etiam fi expre/fio propofita , qux vel proprieta- - 
tem communem continet, vel maximum minimumve efie debet, 
fuerit fun&io duarum pluriumvc formularum intcgralium ; ejus 
valor diffcrentialis ex binis particulis n>- & 0« oriundus eadem * 
lege definietur. . 


S C HOLI- O N.-- 

25 . Tn Capitibus fuperioribus ' vidimus valorenff differentia-* 
lem cujufcunque expreflionis , qui cx unica particula n ► oritur , • 
hujufmodi habere formam n >. dx . Tf feu n v. T dx ;■ ubi T de- * 
notat quantitatem finitam: quare ejufdcm' expreflionis valor dif-* 
ferentialis ex binis paniculis nv & o tu ortus erit = n >. T dx- 
+ 0«. T'dx. quemadmodum in Solutione oftendimus. Eadem • 
autem forma facile ad hunc modum potefl evinci : Scilicet fi po- 
natur o u = o , tum prodire debet ipfe valor differentiatis cx 
unica particula n , ortus , quem fupra invenire docuimus , eritque. * 
n f. T' dx.Sin autem ponatur n n = 0, ac fola particula o tu confide- 
ratur, valor diffcrentialis fimili modo reperietur quo fupra ufi fumus: 
non autem erit = otu. T dx-, nam quia particula ou in fitufequente 
accipitur,* loco T ejus valor fequens pariter fumi debet ; ita ut* 
valor diffcrentialis verus futurus (it 2=* o u. T' dx. Quod fier-'* 
go utraque particula n r & otu conjundiim confidcretur, erit va-'- 
lor differentialis = n?. Tdx + om. Y-dx j eo quod in tpfo * 

cal- - 
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calculo particula: n» & ou nufquam inter fc permifeentur, Ccd 
utraque perpetuo fcorfim tradari poilir. Ut autem harc ad no- 
tandi inodmn infiipcriori capite receptum accommodemus; pona- 
mus V die expreflionem quamcunque indeterminatam , qui , 
pro abfcilla definita A Z = a j valorem recipiat = A ; ejufque 
valorem diffcrcntialem ex particula n» ortum effe = n». d A ; 
ubi dA nobis denotet idem quod ante Tdx-, poteritque ifte, 
valor dA c\ exprefIioncP\ modo in Capitibus praecedentibus 
expolito, inseniri. Hoc invento erit ejuidcm cxprdfionis V 
valor difierentialis ex binis particulis n» & ou oriundus = 
nr. dA +o». dA' ubi dA? denotat valorem dA fuo differen- 
tiati auctum. Quanquam autem ifta valorum diflercntialium ex 
binis particulis oriundorum ad noftrum inditurum omnino eft 
necefTaria ; tamen folutio ipfa Problematum huc pertinentium 
eo iterum reducetur , ut per folos valores diflei cnriale* modo 
fupra expofito inventos, qui Icilicet ex unica particula n» naf- 
cuntur , abfolvi queat ; id quod cx fcqucntc Propolitionc mox 
patebit. 

Propositio IV. Problema. 

27. Inter omnes curvas ad eandem dotum abfeifam A Z = a 
relatas , tn quas idem valor exprejfimis indefinita IV comfeiit ; de- 
terminare eam , in qua fit expreflio V maximum vel minimum . 

SOLUTIO. 

Ponamus curvam az quifito fatisfacere , atque expreflionem 
IV in ea obtinere valorem determinatum = Bi erit ergo hic 
cur\ a a z inter omnes alias curvas ad eandem abfeiflam A Z relatas, 
in quibus expreflio W eundem obtinet valorem , ita comparata , 
ut in ea expreflio V maximum minimumve valorem recipiat , 
qui fit = A. Ad curvam ergo hanc inveniendam , politis abf- 
ciffa indefinita A I = x , & applicata rcfpondcnte I i = j > 
bini applicari N n & O o particulis infinite parvis n» & o u au- 
geri concipiantur ; quo &dto , tam ipfius PV quam ipfius V va* 
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lor diffcrentialis , qui ex his duabus particulis nv Sc ou adjunc" 
tis nafcetur nihilo atqualis poni debebit, uti in Propofitione fc* 
eunda oflcndimus. Sit jam expreflionis V valor diffcrentialis ex 
unica particula n» ortus = n». dA , atque expreflionis alterius 
IV valor diffcrentialis ex eadem unica particula n » ortus = 
n v. dB, quos valores differentiales ex preceptis in fuperioribus 
Capitibus datis invenire licebit. Nunc igitur, dum binas par- 
ticulas nv &*o<u contemplamur, erit expreflionis V valor difi- 
fercntialis = n». dA -f- o u. d A' ; alterius vero expreflionis 
IV valor differentialis erit = n >. d B + ou- d B' . Qttocir- 
ca , ad quxfitam curvam inveniendam , fieri oportet cum 
nr. dA+ou- dA' = o. tum etiam n ». dB-{-ou- d B' = o. 
Multiplicentur ambae jequationes per quantitates quafcunquc , 
ita ut prodeat - • 

N , 

n». id A + ou. id A = o 
n». G dB 4~ o u. Z dB' = o. 


Fiatquc ad particulas n* & o« eliminandas tam id A 4- C dB 
= o , quam ad A + Q dB = o » eruntque <* & C ejufraodi 
quantitates, live conflantes, live variabiles, qua* utrique aquatio- 
ni fatisfaciunt. Quoniam vero cfl ad A + ZdB --= o , erit 
quoque ddA' + G dB' = o; qua? aequatio, cum ad A -+• 
G dB =o comparata, monflrat effe debere <* = «, & G' = G; 
ex quo quantitates ha? a & G debebunt cfle conflantes , & qui- 
dem quarcunque. Sumtis itaque pro « & G quantitatibus qui- 
bufeunque conflantibus , aequatio pro curva erit a dA +GdB 
= o. Haec eadem aequatio prodit, fi methodo confucta par- 
ticulas n , & o u eliminemus. Erit nempe ~ = — j~- = 


dEt * j d Al dl( r d d A d d B \ J A* 

— ri’ ,deoq “ e n=* 7i’ ka xr=7f ’ ohJA 

dA -f- dd A , & dB — /V R J_ /Z//R. ani 


-jrj = -j- integrata dat Id A + IdB + IC. Scu d A = 
Eulcri de M*x. & Mi*. A a Cd B ; 


DE U E T H O b t> 

CdB ; qux , pofito C= — — , tranfit in « d A+ C d J 3 ==» o i 

£tr 

quam ipfam ante invenimus. Quamobrem ad Problema rcfol- 
vendum oportet, tam exprcllionis proprietatem communem con- 
tinentis tV, quam expreflionis qua» maximum minimumve cf- 
fe debet V, valores diffcrcntiales , methodo in fuperioribus Ca- 
pitibus tradita , inveftig.ire , eofquc per quantitates conflantes 
quafcunque multiplicare , fummamque = o ponere s quo fafto, 
rcfultabit aequatio naturam curva; quaefiti exprimens. Q. E. I. 

C O R O L L. I. 

a 8. Nunc igitur, ad Quarftioncs in hac Propofitione conten- 
tas refolvendas , fufficit noffe valores differentialcs ex unica par- 
ticula n » oriundos ; quos fupra jam expedite invenire docuimus,, 

C O R O L L. II. 

19. Quare ad hoc negotium in fubfidium vocari debebit Ca- 
put prxcedens IV, ex coque cum $. 7 tum §. 31. In loco 
priore enim continentur praecepta valores differentiales inve- 
niendi, fi expreffiones indeterminatae propofitae fuerint formulae in- 
tcgrales fingularis. in altero vero, fi fint fun&ioncs duarum 
pluriumve ejufmodi formularum integralium. 

C O R O L L. III. 

30. Propofita ergo proprietate communi IV, & maximi mi- 
nimive expreffione V, utriufque exprdfionis valorem differentia- 
lem ex his praeceptis quiri oportet : Jquibus inventis , & per 
conflantes arbitrarias mulplicatis , eorum aggregatum nihilo aequa- 
le pofitum dabit aequationem pro curva quxfita. 

C O R O L L. IV- 

31. Si, inter omnes omnino curvas eidem abfcifl* A Z ref- 

pour 


# 
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{tondentes, queratur ea , in qua expreflio V maximum minimum- 
ve obtineat valorem; pro ca habetur ifta xquatio dA = 0 i 
denotante dA valorem diffcrcntialem expreflionis V. 

C O R O L L. V. 

jx. Quod fi autem, inter omnes curvas eidem abfeiflar AZ 
rcfpondentes , in quas expreflio IY x<\u aliter competat, quxra- 
tur ea in qua expreflio V maximum minimumve habeat valorem* 
invenitur pro ea ifta xquatio ad A + £ dB — o. 

C O R O L L. VI. 

33. Perfpicuum ergo eft, curvam, qux, inter omnes omnino 
curvas , habeat V maximum vel minimum , cujus xquatio eft dA 
= 0. contineri in xquatione adA + GdB = o, qua expri- 
mitur curva, qux, inter omnes eadem communi proprietate fV 
gaudentes, habeat V maximum vel minimum. 

C O R O L t. VII. 

34. In ipfa igitur prima xquatione, quam Solutio prxber,' 
* dA + C d B = o j jam ineft una conflans arbitraria ; qux 
autem per id determinari debet, ut valor expreffionis IY datura 
obtineat valorem. 


Coroll. VIII. 

33. Problema itaque fic folvi poterit, ut, inter omnes cur- 
vas eidem abfciflx AZ recondentes, in quibus expreflio W 
eundem datum obtineat valorem, definiatur ca in qua fit va- 
lor ipfius V maximus vel minimus. 

C O R o t t. IX. 

3 6. Ex his denique iatclligitur, Solutionem Problematis pro- 

A a t politi» 
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pofiti , Convenire cum Solutione’ hujus Problematis , quo, inter 
omnes omnino curvas eidem abfeiffa: A Z refpondentes , requi- 
ratur ea qux habeat « V + £ W maximum vel minimum. 
Qux quxftio , ctfi ad Methodum abfolutam pertineat , tamen 
dat aequationem <tdA-\-ZdB = o, quam ipfam invenimus. 

SCHOLION l. 

57. Ex his igitur non folum Methodus facilis atque expedit» , 
colligitur, omnes Quarftiones huc pertinentes rcfolvendi; verum 
etiam natui a hujus generis Problematum penitius cognofcitur. 
Primo enim apparet , quod jam fupra dcmonftravimus, Solutionem 
eandem lore, five, inter omnes curvas communi proprietate IV 
praelitas, quaeratur ea qux habeat V maximum vel minimum; 
live inverfe, inter omnes curvas communi proprietate V prae- 
ditas , ea requiratur in qua fit W maximum vel minimum. De- 
inde etiam intclligitur, Quaeftionem ita proponi poffe, ut ejus 
Solutio ad Methodum maximorum ac minimorum abfolutam 
pertineat ; congruit enim Problema propofitum cum hoc , quo , 
inter omnes omnino curvas ad eandem abfeiffam AZ relatas, 
requiritur ea in qua fit ifta cxprellio *V + Z W maximum vel 
minimum ; atque haec Problematis transformatio in caufa eft , 
quod Solutio per valores differentialcs ex unica particula n» ori- 
undos perfici queat, neque amplius opus fit duas hujufmodi 
particulas confiderare , prouti primo intuitu natura Quxflionis 
poflulare videbatur. Hanc autem convenientiam poftmodum , 
per fe. ac fine ifta Methodo qua bina: particula: confiderantur , 
demonftrabimus ; quo veritas hxc, fummi in iflo negotio mo- 
menti, magis confirmetur. Ad fol vendas exterum hujufmodi 
Qurftiones , ante oculos habere oportet praecepta Capite prae- 
cedente in compendium rcdadla ; quorum ope valores differen- 
tialcs quarumcunque expreflionum inveniri poterunt. Primo 
enim , §. 7 illius Capitis recenfentur Cafus , quibus formula- 
rum • intcgralium folitariarum valores exhibentur : tum vero 
5. 3 1 traditur Methodus inveniendi valores differentialcs ex- 

preflio- 
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preffionum, qux ex diiabus pluribufve formulis intcgr.il ibus ut- 
cunque fint compofit*. Ex his itaque fubfidiis, pro quavis 
Qtiarftione oblata , tam maximi minimive exprcffionis ejuam 
proprietatis communis valor differentialis aflignari poterit : utro- 
que autem invento , aequatio pro Curva quxiita nullo negotio 
formabitur; cum tantum opus fit aggregatum quorumcunque 
multiplorum illorum binorum valorum differentialium niliilo ae- 
quale poni. Hxcque aequatio inventa , deinceps pari modo 
erit tra&anda , quo fupra , cum in redudtione ad conftrucndum, 
tum in integratione ufi fumus. 

SCHQLIOK IT. 

38. Jam obfervavimus in aquatione ad A -f- £ dB = o, 
quam Solutio immediate fuppeditat, unam inefle quantitatem 
conflantem - T quae autem non omnino fit arbitraria, fed ex con- 
ditione propofita debeat determinari. Scilicet , cum in omnes cur- 
vas ex quibus quaefitam definiri oportet, eadem expreflio fV aequa- 
liter competere debeat , fcu in omnibus eundem valorem , pu- 
ta B , obtinere ; hxc quantitas B unquam data fpcftari poteft y 
atque cum ipfa in calculum non ingrediatur , ita conflantes a & £ de- 
finire licebit , ut valor exprcffionis VV-, abfriffx A Z = * ref- 
pondens, ipfi B xqualis fiat; hocque padto, Quxflio alioquin 
indeterminata determinabitur. Eatenus autem tantum determi- 
nabitur, quatenus, per integrationes poft inftituendas, novx 
conflantes arbitrarix etiam per totidem puntta definiuntur. Pror- 
fus nimirum ut ante , totidem pumfla prxfcribi poterunt , per 
qux curva quxfita tranleat , quot novx conflantes per integra- 
tiones ingredi cenfendx funt. Horum autem numerus innotefecr 
ex gradu differentialium fummo , qtii in xquationc incrir. Quo- 
niam vero tota Quxflio ad Methodum abfoluram revocari po- 
teft, numerus iftiufmodi conflantium perpetuo erit par; fcu 
«quatio refultans ad A + ZdB = o, erit vel finita, vel dif- 
ferentialis fecundi gradus, vel differentialis quarti gradus, vel 
differentialis fexti gradus , vel o&avi , vel ita porro. Quod 
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(liquatio prodit finita, tum quoque curva penitus jam eritdeftffmi- 
nata ; fiquidem ratio inter a & S ita definiatur , ut expreflio W 
datum recipiat valorem B in curva inventa , quam determina- 
tionem perpetuo adhiberi ponimus. Si iquario inveniatur dif- 
fcrcntialis fecundi gradus, tum duobus pundtis curva inventa de- 
terminabitur; congruum autem ac more receptum eft ipfos cur- 
va? terminos a & * prarferibi , hifque cafibus Problema determi- 
nabitur, fi conditio ifta adjungatur, ut curva quarfita intra datos 
terminos a & z contineatur. Sin autem aequatio prodeat diffe- 
rentialis quarti gradus , tum quatuor pundis pro lubitu affigna- 
tis, curva (atisfaciens determinabitur ; hic igitur definiri ita con- 
veniet, ut, prarter terminos extremos a & z, fimul pofitio tan- 
gentium in his terminis * priferibarur. Sin perveniatur ad 
aequationem dificrentialem (exti gradus , tum curva per fex qui- 
cunque pundfcf determinabitur : eorum autem loco praeferibi po- 
terunt primo ambo termini a & z , tum pofitio tangentium in . 
his terminis , ac tertio curvedo in his ipfis locis feu radii ofeu- 
]i quantitas. His igitur notatis , intelligctur ex ipfa Solutione 
cujufmodi conditio ad Problematis cujulque propofitionnn ad- 
jungi debeat , ut id fiat penitus determinatum : hicque admo- 
nitio, non folum hic, fcd etiam in Methodo abfoluta atque 
^eliqua Methodo relativa , locum habet. 

s c h o l i o R nr. 

39. Difcrimen hic etiam maximi momenti inprimis eft no- 
tandum, ex quo in Methodo abfoluta primariam traftationi* 
partitionem defumfimus. Confiftit id autem in modo , quo cur- 
va inventa Quiftioni farisfacit. Fieri enim poteft, ut ejusqui- 
cunque portio ad abfci/Tam indefinitam relata requifita proprie- 
tate gaudeat; deinde etiam dantur cafus » quibus nonnifi ea 
portio qui definiti abfeifla» A Z = a refpondet , conditioni 
Problematis fatisfaciat. Illud fcilicet evenit, fi quantitas hic 
<t in iquationem , quam Solutio fuppeditat , vel omnino non 
ingreditur , vel in quantitates arbitrarias * & € comprehendi 

queat* 
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queat. Ex quo manifeftum eft, fi ambae formulae IV & V in 
cafu primo §. 7 Oapitis praecedentis reccnfito contineantur « 
tum curvae inventae quamlibet portionem ad Quxftioncm elfe 
acommodatam. Deinde vero etiam fieri poteft , ut licet quan- 
titas 4 , feu quantitates ab ea pendentes , vel in alterutro valorc 
diffcrentiali infint , vel in utroque ; tamen c* vel fc mutuo tol- 
lant in xquationc ad A C d B =0, vel fub arbitrariis « &c 
fi comprehendi queant ; quo cafu pariter quamvis curvae inven- 
tae portionem iatisfaccre oportet. Hoc autem tantum locum 
habet , fi non datus ac determinatus przfcribatur valor, quem 
proprietas communis fV in portione fatisfaciente obtinere de- 
beat : tum enim fieri nequit , ut in quavis portione eundem va- 
lorem fortiatur. Ex Solutione autem unius cujufquc Qiucftio- 
nis facile intelligetur , qua conditione , five tota curva a z , li- 
ve quaevis portio, fatisfacerc queat i id quod commodilfime in 
Exemplis oftendi poterit. 

Exemplum 1. 

40. Inter omnes curvas ad abfcijfam A Z relatas, in quibus for- 
mula fyxd x eundem obtinet valorem , invenire eam in qua fit va- 
lor formul* fy y d x minimus. 

Erit igitur proprietas communis W = fxydx , cujus, ob 
d x j = ydx + xdj , valor differentialis eft = n ». dx. x. 
Maximi autem minimive formula eft V = fyy d x , cujus , ob 
d. yj = a y dy y valor differentialis eft = nr. dx. 27. Ob- 
tinebitur ergo, diviiionc per n». ttx inftituta, hxc xquatio a x 
4- 2C7 =oj ex qua patet Quacftioni fatisfacerc lineam rec- 
tam in A cum axe A Z angulum quemcunque conftitucntcm. 
Et quia longitudo abfcifl* AZ = < non in computum ingre- 
ditur , quaevis hujus reda* portio arque fatisfbciet. Quod fi 
autem poftuletur, ut pro data abfeiffa A Z — a, formula fy xdx 
datum obtineat valorem, puta B ; tum objr — m x, faxfyxdx 
— j mx* j ideoque j mu'. — Bi ex quo pofitio line* reft* 
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ita definietur, ut efle debeat y = Hxc igitur reda 

jam ifta proprietate gaudebit, ut ea inter omnes lineas, five 
reflas , five curvas , qux pro data abfeifla A Z = a habeant 
formula: fxjdx valorem = B, producat formula: fjjdx mi- 
mimum valorem. 

Exemplum II. 

41. Ini er omnes curvas ejufdem longitudinis puntfa a & z jun- 
gentes , invenirt eam qua maximam vel minimam aream a A Z £ 
comprehendat. 

Quoniam proprietas communis eft longitudo arcus — f d x 

sj(i+pp)i erit ejus valor differentlalis = — n*. d. - . 

Deinde maximi minimive formula cb fjdx , cujus valor dit- 
ferentialis cft n». dxi unde pro curva quxfita ifta habebitur 

aquatio dx = id. s 0 P +fp) > & integrando x+c= 

ideoque p = ^ .1 ** + c )0 = T* HInC Crg ° 

grando fit j =/’ + V (£* — (*+O x )> fou h x = (7 — /)* 
4-(.v + e)*j qux cft aequatio generalis pro Circulo. Qua- 
jnobrem arcus Circuli quicunque per punfta a & z duflus, in- 
ter omnes alias lineas curvas ejufdem longitudinis . vel maxi- 
mam vel minimam aream a A Z z includet. Duplici autem 
modo Circuli arcus data: longitudinis intra terminos a & z conf- 
tittii poteft ; altero , quo concavitatem axi A Z obvettit i altero , 
quo convexitatem. Priori cafu manifeftum cft arcam fore ma- 
ximam , pofteriore vero minimam. Atque hinc fi dentur tcr- 
qiini a & z , una cum longitudine curva: intra hos terminos conf- 
titutar, quam majorem quidem efle oportet lineam rcftam hos ter- 
minos jungentem ; Solutio penitus erit determinata : arcus Cir- 
t culi enim hujus longitudinis per hos terminos poterit deferibi 

unicus , 
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Unicus, qui , prout vel concavitatem vel convexitatem axi A 7 
obvertat, arcam formabit vel maximam vel minimam. 

Corollarium. 

42. Hinc etiam patet arcum circularem az, per terminos a ng. «& 
& z du&um , non folum maximam aream a A Z z , inter omnes 

alias lineas cjufdem longitudinis formare ; fed etiam quxcun- 
que linea a C E D z a termino a ad terminum z dufta detur , 
cum ea arcus circularis a z maximam includet aream. Nam 
fi area a A Z z efl maxima , erit quoque area a A Z z — a A C 
— zZD+CED, ob areas aAC, zZD&CED conflanti» 
magnitudinis quxeunque linea pro az capiatur, maxima. 

Exemplum 111. 

43. Inter omnes curvas ejufdem longitudinis punfla A & M p tg 7 
jungentes , invenire eum qua , cum retiis AC & M C ad punctum 
fixum C ductis , maximam vel minimam comprehendat artam 

ACM. 

Quoniam, ob data pumfla A, C, M, reiflx AC & MC 
politione dantur, ponatur angulus A C M = x, feu deferipto . 
centro C , radio CB = i, arcu circulari B S , fit hic arcus 
B S =x , & ponatur CM =j> erit Ss = dx , Mn =ydx t 
& area ACM = i fjjd*' Porro ob mn= dy> erit M m 
= VC/ dx' + dy' ) == dx jy +//>), polito dj = 
pdx. Quare inter omnes xquationes relationem ipfarum x & 
y continentes, qux, pro dato iplius x valore, eandem prxbent 
quantitatem fdx V ( yj + pp ) , eam definiri oportet , qux , pro 
eodem iplius x valore, prxbcat formulx {fjydx qftantitatcm 
vel maximam vel minimam. Cum igitur formulx fdx v' ( yy + 

pp ) valor diffcrentiaUs fit = m. dx ( ^ (y y +P }) J~x 

d. — — £ t ) & formulx fijdx valor diffcrentialis = 

v'( yy + pp)' 

Euicri De Max. & Min. B b ni. 
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Multiplicetur hxc per /, ut prodeat 2 j dj=bdj y' ( 1 +pp ) 

— ^ t 7T+iF7' cu ^ us ‘ ntc s ra * c == h V ( 1 +PP ) 


byp? 


by 


■4“ b c» 


V( * + /•/>) t 

h — ( 7 ; — *ov(i +pp)>& p= -^ y yy -~ h — 5 

= h Qiiarecnt^x— ~ v -— (>> _ t r Uc 

hac xquatione primo notandum cft , fi fuerit c = o fore ^ x — 

2J2 ; ideoque curvam efle Circulum , cujus centrum in 

V ( k!> — yy ) * 

axe A Z fit pofitum; ille igitur arcus circularis, centro m axe 
A N fumpto deferiptus & per data duo pun&a a & z tranfiens 
Quxftioni farisfaciet ; erit autem is unicus , ideoque folidum de- 
finit» fuperficiei generabit. Quare fi, inter omnes curvas qui 
folida alius atque diverfx fuperficiei generant , quxratur ea qui 
maximum volumen producat, ea non erit Circulus, fed alia 

curva in «rquatione dx = kb //_ {‘yyll-bc?) Con ’ 

tenta. Non folum enim, ob binas conflantes £ & c, effici po- 
tcft, ut curva per prxfcripta duo pundla a & z tranfeat ; fed 
etiam ut longitudo curve a z exiftat dat» magnitudinis. Cx~ 

tcrum longitudo curv», ob fdx >J ( 1 +fp) = / y~ c 

£— trrr «i“ si "«e ral ' ,< i “‘ lra ™ 1 

Circuli pendet , eftquc = — A cof. + + 

Confl. Quod fi autem b ponatur = 00 ,cafus oritur fingularis; aequa- 
tio namque prodit hxc dx = — ^(>> ** 77) * P ro 

curva Catenaria convexitatem axi A Z obvertente. 


B b z 


Exem- 




wff 


DE METHODO 

Exemplum V. 


4J. Inter omnis curvas az aquales areas J AZ Z continentes, 
determindre tdm , qua circd dxem A Z rotata generet feltdum mi- 
nimd fiuperficiei . 

Quoniam proprietas communis in area = fydx conftituitur; 
erit ejus valor diffierentialis = nr. d x. Deinde formula > quas 
minimum efle debet, eft f j d x {i +//)> cujus valor dilFe- 

rentialis eft = nr. (dx<J ( i +// ) — d. ^ (f+pp) ) » un ' 
de orietur , pro curva quariita, ifta arquatio ndx= dx\J{\ +//>) 
— </. » qux > P CT P multiplicata & integrata , prafoet 


y . 


feu V(i +//) = 


dc fit t = , ac d* 


un- 


(ny + b)Jy 


ny+b 


ix 


- , i 7 prt • E* q^ patet , fi fit 6=o, 

tum curvam efle abituram in linedm re<ftam pun&a a & z jun- 
gentem. Deinde fifit» = o, ob dx= 7 b i ) cur " 

vaerit Catenaria concavitatem axi A Z obvertens. Quod fi au- 
_ _ , ( b — v ) d y , 

tem fit n = — j , fiet dx = '“' bl )* CX ^ ua mtc “ 

grando oritur x = e 4- ^ - v ^(iby — b b)-, quae eft 

pro curva algcbraica , & in rationalibus prafoet 9 b(x — e )* = 
( 2 b — jY ( 2 j — b). Eft ideo linea tertii ordinis & per- 
tinet ad Ipeciem 6 8 New toni. 

Exemplum VI. 

4«. Inter omnes curvds az ejufdem longitudinis ; definire edm 
qua circa axem A Z rotata producat maximum folidum. 

Inter 


V 
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Inter omnes igitur curvas proprietate communi fdx V(i 4 -//) 
gaudentes, ea quaeritur in qua fit fyjdx maximum. Quo- 
niam ergo formulae fdx v' ( 1 + ff) valor differentia lis cft = 

— *»• j f iu 4, t, > f° rmu ^ vcro f]J* x va I° r differenti». 


✓ ( 1 +fp ) J 

lis cft = 2 n,. j dx j habebitur pro curva quarfita ifta aequatio 
2 y dx = + bbd. quae , multiplicata per p & in- 

tegrata, dabit yy •+• bc = + -/YT3Z7T\ ’ feu VC 1 +// ) 

4 -bb 


— — vThP^v 

— CfT + JO*) dy 

= — \ , — = ~r i cx qua 

yy + * c Jx 1 

Haec curva hanc habet pro- 


x : 


-==— — j hineque f 

yy + kc H r 

fi t x= /- C 22 ±*£ 2 iZ_. 

“ J 3(i>*~—Jyy + *OV> 

prietatem ut ejus radius ofculi , qui generaliter eft = d 

d-^i ^_-—y fiat = i hoc eft, proportionalis eft applica- 

ca : j inverlae; unde patet curvam quaefitam effc Elafticam. Non 
folum autem per conflantes b & c arbitrarias effici poteft , ut cur- 
va per datos terminos a & z tranfeat , fed etiam ut ejus arcus 
intra hos terminos interceptus fiat datae magnitudinis. Si fit 
c = o , prodit Elaftica rcdangula. Caeterum nullo cafu conf- 
trudio per quadraturam vel Circuli vel Hyperbolae abfolvi po- 
teft •, nili fint vel b & c infinita , quo quidem cafu linea a z pro- 
dit reda , vel b = c. Hoc enim cafu , habebitur x = 


/ 

/ In 


(yy + bb)dy 


y\J — (2 bb — yy 


-j , feu , fumto b b negativo , erit x 

,y(M =¥/) =/— ‘'C M-„y i 
& integratione per logarithmos abfoluta, fiet x=f — V( *bb 

Ipfa vero curvae longitudo , 


— bit±^(^ b —yy\ 


quae generaliter eft = /^ » crit hoc 

^ H b + \/ (2bb yy ^ 


cafu 


Bb 3 


Exe m- 
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D E 

Exemplum 


VII. 


47. Invenire curvam, qua, inter omnes aliat tju fidem longitu- 
dinis, circa axem AZ rotata , pro diu ai f olidum cujus fupcrjicics 
Jit vel maxima vel minima. 

Quoniam proprietas communis cft = fdx V (t ~h pp ) > 


rjmaximi minimi- 


cuius valor diffcrentialis cft — m, d. . . * - — r,i 
ve formulx autem fjdx /( 1 + ppj valor diffcrentialis eft 
= n». (dx v^( 1 +ppj — y/‘(i+pf) ) i kbebitur pro cur- 
va quxfita ifta xquatio h d. ^ = dx V ( 1 + pp') 

— d. > *I UX P cr f multiplicata & integrata praebet 

c ■ h — — : = 7 -7~ y r — \ . feu e = — — . . Hinc 

y/( l +PP) V ( 1 +pp) V( J_ t ~yp) 

fiet V C : +fP) = & p = = iZ . 

cn hacque , qu* cft «quatio generi- 

lis pro Catenaria, & latisfucit, dummodo axis rcfpedtu cate- 
nae fufpenfse fitum teneat horizontalem. Fieri igitur poteft , ut 
curva vel convexitatem vel concavitatem axi A Z obvertat , 
priori cafu fuperficics folidi fiet minima , pofteriori maxima. 


Exemplum VIII. 


y< 5 - «7- 48- Inter omnes curvas pcr punila A dr C tranfeuntes , qua om- 

nes aquales areas ABC comprehendant ; definire eam qua in Jluido 
Jicundum dir cilionem axis B A mota minimam patiatur rejifienttam, 

Pofitis abfeiffa AP=x, applicata P M =/> proprietas com- 
munis eft fjdx, ejufque valor diffcrentialis = n*. dx. Refif- 
tenua autem totalis, quam figura- in diieftionc AB fentit. eft 

ut 


Digitized by Google 


M A X. E T M I N. RELATIVA. i 99 

ut f > cujus valor difJcrentialis — n v. d. Ex 

his emergit pro curva illa «quatio dx — bd. ; qu* 

integrata dat * = e + Aquatio autem diffe- 

rentialis per p multiplicata, abit in hanc dy—bpd. |££+-£! 

T (i +ppy * 

qu* in hanc formam dj = bpd ^- p ^^ + — 

hd P- (!+~f jy ttanfmutata, habet integralejr =/+ j ~^ f P p P ^ 

— • r+7} fcu y == ^ + ( T+ppy i cum 'S !tur fi^== c + 

5 curva er ‘ c a! § c btaka. Efficiendum eft autem , 

ut , quo cafu fit x = o [] quod fieri nequit , nifi vel b vel c 
capiatur negativum ] fimul y evanefeat. Quo autem curva co- 
gnofeatur , ponatur x — c = / & y — / ==«, erit / = ' 

bpKi+P f) & u _ . undc fit t , uJ _ *ft 4 +W3 + 3W0 

O+pp/- (l+fr y>mdetitt+*V3— (i+ rp y 

atque t u V 3 = b ( f - \ 2f> _^ 3 . Extrahendis 

igitur radicibus quadratis habebitur V = Pl^LtVj , 


& v ' — »V3 = 1£ 


— — ; hineque V - - ■ ^ L 


+ V' 


t u \/ 3 




< + K V 3 # f — K \/ 3 

b b 


= : Ateft-f =1. - — 4 P* 

*+PP . * 1 +/’/’ S ( 1 + pp) 1 


IV 

go 


<4- «V' 3 ^ 3 , y. 2* ./** 3«K, 






b b j 

4f __ 3 ^ * + «V3 + 3 ^ f «V 3 2y/(r/ 3 «k) 

b b b b 

quz rationalis fa&a praebet aequationem hanc quarti ordinis 

4* 4 
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4/*+ %ttuu 4 - 4* 4 = A,bt' + 36 ki*M — 2 7 *Wcu 4 (tt+uuy 
= 4^<’ ■+• $6btu l iji 1 // 1 . 

Ad curvam autem per infinita punda conflruendnm , expedit 

adhibere has formulas, / = * 'i+m ) * & ^ r ‘' 

mum autem patet curvam habere diametrum in politione abfeit 
faruin t litam , duobufque locis fieri * = o , nempe cafu p = o , 
quo fimul fit ; = o , & cafu / -= « , quo fit t-=b. Quod fi 
ponatur £ = 4 c , atque t = 3 e+r, orietur ifta aequatio (rr i-uu) * 
■ 4 - 8c(r* — yu x ) 4 - 1 Scc (r* + »* ) — - 27** =0 qua: cut* 
fit ltindio ipfarum rr -+-uu & r* — yuu , declarat curvam hanc 
habere tres diametros fefe in initio abfciflarum harum r dccuf- 
fantes. Curva ergo quxfita triangulo xquilarero ABC ita erit 
inferiptibilis , ut conflet ex tribus ramis ADB, A E C & BFC 
inter fe fimilibus & aequalibus , qui in pundis A , B , & C cuf. 
pides forment acutilTimos. Ejus igitur diametri erunt tres rec- 
ta: AI, BH &CG, fefe in centro trianguli O decurtantibus. 
Erit autem AO = jc, O F = c, & O I = {e , ita ut fit 
AI = j c & FI = {c —' T OF, Hujus jam curvar quxcun- 
que portio a b c redis a b & b c parallelis ipfis A I & B I & arcu 
curva: a c comprehenfa , ita erit comparata, ut arcus ac inter omnes 
alios punda a & c jungentes , & aequalem aream a b c continentes, 
in fluido fecundum diredionem b a mota minimam patiatur relif- 
tentiam. Porro autem hxc curva erit redificabilis , reperiturque 
arcus ADB =•/<■; ex quo erit ADB: A I = ’/ : f = 3 2 : 
? 7 , atque ADB: AB = 32: 18^3 = 16: 

EX£MPLUM IX. 

4 9. Inter omnes curvas A M atjualcs arens A P M inc Indent es ; 
invenire eam, qu* fit ita compar ita , ut , fi fer f et ne a centro circuli 
cfcubnus O dd applicatam M P productam ducatur perptndiculdris 
O N ; curva d punflis N formata minimam comprehendat aream, 

APN. 

Politis abfeifla AP = x,& applicata PM = r: erit area 

APM 
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APM=/j^, qua: -cft proprietas communis, ejufquc valor 
difierentidlis = m. dx. Deinde, cum fit radius ofculi MO 

= — , fiet MN=- CL +pp) & PN = 

q q 

— ( l +Pf) — j ; cx q UO APN erit = — fydx 

-r- f dx ■, qua: debet c(Te minima, cujus valor dif- 

fercntialis eft = » r. ( — dx + d. ^ 4 - i- id. } ) ; 

? dx q q 

unde ifta nafcitur aequatio * d x x = d x d. ^ + dd.- l ^~ fp ; 

q qq 

qua: integrata dat nxdx = 4- d . 1 4 -bdx. Illa 

vero eadem aequatio, per p multiplicata, dat ndxdy = 

dyd. — + tdd. idlll j cujus intcgralc e(t xy dx = cdx 

q qq 

— + pd. ?-+!£. His aequationibus conjungendis , 

nydx = bdj — cdx + 2 P* y 4 - --- = 

/ J q q 


oritur xx dy 

bdy — cdx 4- 2Jx Ponatur xx — b=xt,Sc 

e = xx; erit dj = du, &/x = dt , atque W/ 


a _Jt'+ 2 _dul =s , „dJu_ f + ldt dS =ntduddu 

t du udt dt 

— nudtddu , pofito dt conflante. Sit x = st , erit du~ 
sdt 4 - /<//,& ddu = tdds 4- ldtdsi hifque fubflitutis 
prodibit ifla; aequatio : 2(1 4- ts') d t' 4* 4 stdt l ds 4* 

Cy d s 

2(1 — n^ttdtds 1 =nt x dsdds. Ponatur / = e J , ait 
dt = e^ r < * s rds, & ddt = o = e ^ ‘ (r d d s 4- dr ds 
4* rrds x ); unde fit dds = — ~ ~ — rds 1 j cx quibus 
tandem emergit 2 (i 4 -"‘) r' ds 4- 4/ r‘ 4 - * (1 — n)rds 
= — — nrds , fcu 4- ( 2 — ») rds 4- 

Eulcri de Mxx. & Mix. C q 4*r'ds 


JoS de METHODO 

4 sr‘ ds -f l r' ds + 2r' s' ds =o. Sit/ = v — ^ ,ffct 

</r+ rrdv= 2(”i+vv) ’ < ^ dX *^ uat ' c> integrationem ad- 
mittit, quoties eft * = a i( < — i ) denotante i numerum in- 
tegrum qucmcunque : ut fi fit n = 4 , fiet r = + 

— ; ex qua retrogrediendo conftru<ftio 

abfolvi poterit* 

Exemplum X. 

50. Inter omnes curvas , in quibus f x T d X eundem obtinet 
•valerem i invenire eam in qua Jit lyTdx maximum vel minimum , 
exijlente T funttione quacunque ipfius p, ita ut fst d T = P d p. 

Ad formula: fxTdx valorem differentialem m veniendum 
notandum cft efle d.xT = Tdx + x P dp , ex quo illius va- 
lor diffcremialis erit = — nr. d. xP. Ex altera autem for- 
mula fjT dx habetur d. j T = T d j .-f- y P dp , unde ejus 
valor differentialis erit n ». ( 7 Vx — d. j P). Quare , pro 
curva qu*fita orietur ifta «quatio nd.xP =Tdx — d.y P. 
Ergo fT dx = n x P -\-y P 4 ~ Porro fi illa «quatio per p 
multiplicetur, habebitur nf> d.xP = Tdj — p d. y P = 
d.yT — yP-dp — pd.y P= d. jT — d.yPp. At eft 
pd.xP = Ppdx -\-px dP + xPd /4- T dx — d.xT =3 
d. x Pp 4- Tdx — dxT. Quamobrem orietur d.yT — 
d. y P p=nd. x Pp 4- nTdx — nd.x T > hinequ e /n Tdx 
= yT — j Pp — nxPp + nxT -t- c. Quia vero , ex fu- 
periori integratione habemus/» Tdx= nnx P 4- nyP + nb, 
erit, eliminando /» T dx t ifta «quatio nnxP 4- nyP + nb 
= y T — y P p — n x P p 4 - T 4r e, fcu / 

_ nxCnP+ Pp T) + c , , « . . 

— — »f- Pf-fcT — nP — pp. 

Ergo. 
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Ergo prodit tandem x = tf ^ y atc l uc 7 = : 

* p d p e 

c J ( t — « f — ppy t — n p — pp 

r dp 

nt J (f nP Ppj*‘ 

Exemplum XI. 


5 1 . Invenire curvum , qua , inter amnes dius intrd tofdem termi- 
nes cantent ds , & eundem formuld fxdxv^(i*4-pp) vdlarem con- 
tinentes , hdbedt fydxVCl-f-pp) mdximum vel minimum. 


Exemplum hoc eft Cafus procedentis , atque ex illo manat , 
ponendo T= V ( i +//) , « quo erit P = » 

& JP = ^ Porro vero erit T — n ? — Pp 

(i + PP ) ? 


I np 

v ( * +ppy 

c r 

c J(i—„p)W(i +PP) 


Ex his jam furrogatis , prodibit x = 

& y — nx. lor 

} I np 


tegratione autem per logarithmos inftituta riet 

nc (P + y/ ( i + pp ) ) — c 


r* 


C i +*n)(fi np) (i+nn) 

; * + ( l +</( l + i,M ))(P + s/(l+PP)) , L *, 

1 n+(i y/(i+nn))(p + y/(i +ppj)~ t ~ 1 “ 


- X 


ne 


nc + c(\t ( 1 +pp ) — nnp') 

3 ~~ — »r) (l + HU f* ~ 

. n+(i + \l(l-bnu))(p + \l(i-\-pp)) _ * 

1 ^ 


bus valoribus curva coDftrui poterit per logarithmos. Genera- 
liter autem , quamcunque T funftior.em ipfius p denotet , conf- 
tru&io fcmper per quadraturas abfolvi poteft. Caterum hoc 
Exemplum line fublidio procedentis multo diiteilius lolutu fuif- 

C c x feti 


— V 
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fet i non tam facile enim perfpicere licuiflet , quomodo aequa- 
tio inventa integrabilis redderetur quam in cafu generali. 

Propositio V. Problema. 

f2. Inter tmes curvas ad eandem abfeiffam =a relatis, qua 
t undem formula n = f[Z]dx valerem recipiunt ; invenire eam , 
in qua fit f Z d x maximum vel minimum ; exi (lente Z funfltine fi. 
mul ipfius n , ita ut fit d Z = Ldn-f-Mdx 4-Ndy-f- Pdp 
+ Qdq + &c. atque d[Z]=[M]dx-f-[N]dy4-i;P]dp 
+ C QJ d q -f- &c. 

SOLUTIO. 

Quoniam eft d[Z] = \_M~\dx -f- [_W~\dj+ [P~\dp -f- 
[ + &c. erit formula: /[ Z] dx , quae hic quantitatem om- 

nibus curvis communem repraefentat , Valor diftercntialis = 

nr.i/.v([y] — -j-p 4 - — &c. ) , qui ex Cafu pri- 

mo §. 7 Cap. praeced. fcquitur. At formula fzdx i maximum 
minimumve exprimens, quia Z involvit formulam integralem 
n =/[ ZJ dx, pertinet ad Cafum fecundum loci citati : ejuf- 
que adeo valor differenti alis erit = nr.</x(y+[}/]^ — 

ILL*L tin + i±L £±i£in —tcc.), denotante V= 

dx dx 

H — /Ldx, ubi H eft quantitas determinata, qua: oritur fi in 
integrali [Ldx ponatur x=a. Atque, ob hanc ipfam quan- 
titatem H , ifle valor differentialis a praeferipta longitudine abf- 
cifli x = a pendet. Ex his igitur duobus valoribus differentia- 
libus ambarum formularum propofitarum , quarum altera proprie- 
tatem communem , altera maximum minimumve exponit , fe- 
cundum regulam datam, nafeitur aequatio procurva fequens : 

e =.[»]— _ &c . + y + 

_ J(r + [r]y> iJUli. L£U>_ &C . ™ ob 

dx dx* n 
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H — /Ldx, tranfit in hanc o = N + (*+ H — fLdx[}J ) — 

l(r + U + H — fi.Ax) r r]) , <U( Q + (a+ H — 

Jx <Jx* 

— &c. 

Cum jam « fit quantitas conflans arbitraria; ctiamfi H flt 
quantitas conflans determinata , tamen « 4- H fiet quantitas ar- 
bitraria : ideoque non amplius a definita abfciflx longitudine * 
pendet. Quare fi, loco <*+ H, fer ibamus C , habebimus pro 
curva quaefita hanc zquationem : 

o = n+ e c—fL dx ) [ at] — J ( p +(c 

4 - (C—fLAx) [ QD qujj ergo p ro quacun- 

que abfeifla exhibet Cunam , quae , inter omnes alias eundem 
formulae J~[Z]dx valorem recipientes , continebit formular [ 7 dx 
maximum minimumve valorem. Q E. I. 

C O R O L L. I. 

jj. Si igitur proprietas communis fuerit ea Ipfa formula in- 
tcgralis , quae in maximi minimive formula implicatur ; tum 
confideratio determinat* abfeifla? magnitudinis ex calculo egre- 
ditur, Se. Curva inventa pro quavis abfeifla quaefito fatisfacicr. 

C O R O t L. II. 

J4. In hac aquatione inventa , duae adhuc inerunt formu- 
lae integralcs; primo nempe formula fLdx, ac deinde formu- 
la n =f[Z']dx , quae cum ea in Z contineatur , inerit in quan- 
titatibus L, M, N, P dee. 

C O R O L L. III. 

5 j. Si igitur haec intcgralia per differentiationem tollere lu- 
bcar ; pervenietur ad differcnrialia binis gradibus altiora , fimu - 
que exibit conflans arbitraria C. Inredm tamen numerus conf- 

C c 3 tan- 
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tantium arbitrariarum unitate minor erit quam gradus irte dfffe- 
rentialium ; eo quod integralc n — f[ Z ] dx definitum obtine- 
re debet vilorcm . eum ipfum fcilicet , quem in maximi minimi- 
vc formula fZdx habet. 

C O R O L L. IV. 


56. Hinc igitur in aequatione inventa , ob conflantem arbi- 
trariam C, poteftate una plurcs inerunt conflantes, quam dif- 
ferentialium gradus indicat. Quarum una eo determinabitur , 
ut valor formula; communis n = =f\_Z~\dx fiat pro curva in- 
venta data? magnitudinis ; reliqux vero per data pundta vel tan- 
gentium pofitionem datam determinabuntur. 

C O R O L L. V. 


5 7. Si Z fuerit fundlio cum quantitatum x,j,p, q , Scc. 
tum arcus curva? s : atque inter omnes Curvas ifoperimetras 
quaeratur ea, in qua fit fZdx maximum vel minimum; tum fiet 
n = /=/[Z] dx & [Z] — VC i +//), ita ^ fit C A/] 

= o, [#] =o , & [Pj = 


yc !+/>/;* : 

C O R O L L. VI. 

58. Hoc igitur cafu, fi luerit dZ = Lds 4- Mdx Vdj 
+ ^dp -f- Qdq 4- &c. habebicur pro Curva quae, inter omnes 
ifoperimetras , habeat fZdx maximum vel minimum , ifta aequatio : 

°= y -,V (P + c v7ff » /' > + 7 ^ - 

ftu X — ii + 


dx( I + ft )’■ 1 


Lf 

V( » +Pf) 


Cvc ■ 7 t L l , + N— ¥ + d -44 — &c. = ( c —I L i x l d f 
vTT+^) dx dr£ dx{i+nf 


C o- 


✓ 
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CoROLt. vir. 

m 

jp. Cum fit C quantitas arbitraria ; in genere notari conve- 
nit, quod fi pro C accipiatur ille formula: fLdx valor, quem 
inducit fi ponatur *= 4 , tum prodituram efle curvam, qus in- 
ter omnes omnino curvas eidem abfeifla? x = a rcfpondentes , 
habeat valorem formulae fZdx maximum vel minimum. 


S C H 0 L l O N I. 


60. Cafus Coroll. 6, quia is ab Au&oribus potiflimum trac- 
tari eft folitus , peculiarem evolutionem meretur, ut ejus ope 
Problemata qusr forte occurrere queant, facilius & expeditius 
refolvi poflfint. Inter omnes igitur Curvas ifoperimetras, feu quaer 
eandem habeant longitudinem /=/VxV( 1 -b/^) . quarratur 
ea, in qua fit /Zdx maximum vel minimum, exiftente Z func- 
tione cum quantitatum definitarum x, j , f &c. tum arcus 
curva: /; ita ut fit dZ = Lds 4- M d x -\-Hdp +Pdp+ &c*. 
Pro curva hac‘proprietate gaudente jam inventa eft haec aequatio : 

_L j CH—f Lj *)r — y il’ . ddQ. au* qui. 

d* ^TC.r+pp) Tx + !Tx' quxqur 

dem , in hoc latiffimo fenfii nec integrari nec ad fimpliciorenr 
formam fe reduci patitur. At cafus notafle juvabit , quibus eam 
integrare licebit. Ac primo quidem fi fit N=o iponte pro- 
dit ifta pro cun a arquatio: 

A + p)* = ~ P + ^£ — &c ' i ain fcmcI in:e* 

grata. Secundo ponamus efle M = o ; atque arquatio pet 
fdx = dj multiplicata abibit in hanc 

~ «/+«£* - 

quam fi addatur Lds ■= Ldx /( 1+^)= Jz — Ndj — - 
Pdp — QJtj&c. s integratione inftitura prodibity(L<&\/(i+A»} 

Prius 
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Prius vero membrum fi evolvatur, tranfit \n/X.Ldx \/(* +-/>/) 

, (C fUx) P Jp Lppdx k /*/• I-J x (c— / Ux)pdp 

C ' C L A x 

cujus integralc eft ~ppj' Qi ,are > cafo quo M—o, 

habebitur illa arquatio = ^ — Z + + Q_f — 

. Sin autem tertio fuerit tam Af= o quam 3f=o , ha- 
bebitur primum, ob N—o, hxc xquatio : -f- 

b= — P 4 - ^-2 ; quar , multiplicata per dp = f dx , abit in 

hanc Adp-\- ( C __ — 1 ?dp + Qd a. Cum au- 

tem fit dZ — lidx y/(i _{_ + P dp 4- QJ q , habebitur 

^ z + ^^_ L ^x v /Ci4-//»)4- ( - £ =f^f^ = fdQ. 
4- QJ 1 5 4 USC integrata dabit , Z 4 - B 4- Ap 4- ( C — / Ldx ) 

V <■+//) = 0.1 , fcu C /L Jx=* ^7 ( B — 

At ex priore arquarionc eft C — /Ldx = — v 1 *** f f ) 

— — / ^ 4 - i cx quibus conjungen- 
dis dicitur : Adx — Bdj = — Pdx * — P/^jr 4- dQ^ 

+ PpdQ — Qpdp , in qua non amplius 'ineft formula inte- 
gralis /Ldx. Uium igitur horum cafuum in Exemplis monflra- 
bimus. 

Exemplum I. 

6 1 , Leter omnes curvas ifoperimetras ; defmre eam , [in qua fit 

f s d x maximum vel minimum , deneunte j arcum curva abf- 
cijfa x rejpondentcm. 

Quo- 
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Quoniam proprietas communis longitudinem arcus s— fdx 
( i 4- //) refpicit, atque in maximi minimive formula 

y / " dx ineft ipfc arcus, folutio pertinebit ad Cafum in Scholio 

pertra&atum. Comparata ergo formula fs n dx cum generali 

fZdx, fi et 2= / & dZ — ns n 1 ds\ hineque L = 

n s n 1 , Af = o , N = o , P = o &c. Quare ex Scholii- 
Cafu ultimo , quo pofueramus Af = o & N ~ o , habebitur 

ifta aequatio A dx — Bdy = Zdj = / n dj , ex qua ori- 
tur Adx = dy (B + s n ) Sc A' dx' + A'dy l =A'dj\ 

= dy l ( A 1 + (B -t- s n y ) ideoque dy = 

V (A*+(B+s”y) 

atque dx— — — . un j c (2 urva . conftru&io 
V (d^+CB+t ) l ) 

perfici poterit. Vel polito dy =zpdx> erit/” = A * 
atque /= ? A : ex quo fiet dj= dx*J ( i+pf') = 

— ,1_ Atque hinc per p coordinatat 

n> ' 1 

curvat x & y ita determinabuntur , ut fit x = — 

Videntur hic quidem quatuor conflantes, dux fcilicet novx , 
prxtcr A Sc B, ingredi , ob duplicem integrationem y & x. 

At cum polito x — o , limul arcus curvx / = y p~~~ ~ 

evanefeere debeat ; hinc vicilfim conflans in integratione ipfius x 
orta definietur. Nimirum fi n fuerit numerus affirmativus , ar- 
Eulcri De Mox. & Mw. D d cus 
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cus / evancfcit , pofico p = -£■ ; cx quo valor Ipfius x ita de- 
terminari debet, ut pofito p = fiat = o. 

Quod fi ponatur n = i ; habebitur cx priore conftruftio- 
nc , Itatim dx = , ideoque x — J (A 1 

+ 5 1 + ifl/ + «) — V ( A x -f- B l ) , fcu pofito B—b. 
& V (.A* + B‘ ) = c y erit x -4- e = v ' ( ( l +» z bs + /s). 
Ex pofteriore autem confiruendi modo , oritur x = 

'f: 


±f-—^±LLl±££} + *, feu ( x — b)p 
i+PP ) p v r 


PP^O+PP) 


t VC I +/>/) > hincque/ = = Jj Qi>are 


cum 


</* 


narra. 


VCC* — */■ 


‘1’ 


curva fatisfacicns erit Cate- 


EXIMPtUM IE 


S a. Luer erutus curvas ejufdem longitudinis , eam determina- 
re , in qua Jit (S dx maximum vel minimum, exijlcnte S funtlio* 
nt quacunque arcus s. 


Quia proprietas communis arcu s e=fd x ✓( i +/>/>) con- 
tinetur ; folutio ex Scholio peti poterit. Scilicet cum fit Z = 
S= fundtioni ipfius/, erit Lds—dS, Sc A/ = N = P =Q, 
&c. = o. Quare , per tertium Scholii Cafum , habebitur pro 
curva quxfita illa xquatio Adx — Bdy = Sdy, & Adx=x 
dy(B-j r S'). Hinc ergo erit A 1 dx x •\-A x dy*= A x ds x = 

dy\A>+ (B + S)') &y =f V(k i ^ +T 7~ J ; CTit autcm 

abfeifla x = /* ■ . - ^v > unde curvae conltrudtio ab- 

T-V. r>T‘>J ) 

folvi poterit. 


Ponamus cflc S = e s i 


pofitoqucVj =pdx y erit 
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=/, St ,’d,— ■=£!=> <A=m±p ± < ± , hincque 

• — ~ A dp m, j __ A d p 

dX {A — • Bp)pV(i+pp) 7 (.A Bp)i/{i+pp)' 

Componendo vero fiet dx — yy — ^77 +JJ) 5 & intc ' 

grando Ax — By ■= A l ~ + ~ y/( p l ±_PP_ I + C , feu 

M-V(i +Pl)—. f U*—By — C)tA Cum autem f 


fodio j = o , evanefccre debeat x , atque ol> = e ' » 

fodio / = o , fiat / = Jljfi » P cr uttegrationes efficiendum 

A 

eft, ut fodio p = fiat x = o. 

Exemplum III. 

6 3. Inter omnes curvas ejufdem longitudinis, determinare tam 
in qua fit fsy dx maximum vel minimum , denotante s arcum 
curva. 

Solutio hujus Quiftionis iterum petenda efl ex Scholio; erit 
namque Z = sy & d Z = y ds + s dy , ex quo fit L =y . 
A/=o & Y— /, reliqua: littera: P, Q, &c. evanercent. 
Cum igitur fit M — o , Cafus Scholii fecundus hanc fuppedi- 

tabit folutionem : C ,r—T^A — A — y s ; immediate vero pro- 
V( » +PP } 

J: . .j v (C fydx)p ( C fydx)dp ypdx . 

d« sdx-d. -, (l+17 y - (i+?f)Vt dcr+ppy 

Quare, cum fit C — fydx =zA 7 ( 1 ■+■//) — jW( t 
erit sdx="-i^ ^ > feu sdx+epdj + ys dpofi 

ydy = Adp. Sin autem lubuerit arcum s eliminare , habebitur 

... . ., A (C — Jydx) ( C — fydx)dp 

cx hm,s xqumombus . - = y — / 

D d 2 ' — 


U v 




DE U E T H O D 0 

( dl -t ~S~ ), In utroque autem cafu diffi- 

cile eft ad xquationem ad curvam conftrucndum accommoda- 
tam pertingere. 

Exemplum IV. 

64 . Inter omnes curvas eandem aream n = fydx continentes , 
definire eam , in qua fit f d x v "^ 1 + P P ) maximum ve [ minimum. 

Si hanc Quxflionem cum Solutione generali comparemus , 
habebimus /]_ 2 i~\dx ■=- fydx; hineque [z]=jr, &(_y] = 1; 
reliquis litteris [Ai] [P] [ Q]> &«■'• evanefecntibus. Porro erit 

V'i + PP> j- JnV(i +j2j LlP 

Z — n ’ & dZ ~ n 1 + nv (1 +»> » 

unde eritL = — '£ll+J±\ A/=o, V=o, &P = 

~~Jfi' +pp/ P ro curva ^^ta Sequens emerget 

xquario : 

_ r , r dx\/( i + rr ) L j P 

°—C + J P W* n^Ci+ppy 

Multiplicetur hxc xquatio per </7 = p dx , erit o = C dj 

■ < > UI !n "e Tata dabi * : 

o = B+ C, + —/ 4 JULLS+ Ul _ 




n /(1 +P /0 
PP 


*~ f nni+Pp)~ S + L3+jJ n* 


li » \ * X// 1 / — 

4- ^ ^ 1 \ Hinc itaque iftam obtinebi- 

nv(r-t-pp) n y xi >/, , , 

mus xquationem o == B -+- Cjr -f - jf jp ^nvt., +w) 1 

aqua fi prior per y multiplicata fiibtrahatur, erit 
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= B + 

=Bdx 


i. 


ni'(i + ? ?) d x n^i+^J 

J x j y d f y 1 fA x 


>feu 


n^i 4- i?) 


n( i 4 -rp) 


?;* n 1 *' ( i +rr) 


cx qua aequatione fi denuo n -=fjdx exterminare velimus , 
prodiret aequatio d ffcientia is tertii ordinis , ex qua multo mi- 
nus quicquam ad Curvam cognofccndam deduci poflet. 


S C H 0 L I 0 N II. 

, 6 5 . Quanquam , in hac Propofitione pofuimus [ Z ] cfTe func- 
tionem determinaram quantitatum x, y, p, q , &c. tamen Me- 
thodus loKcndi patet, fi haec ipfa quantitas [2] fuerit functio 
indefinita formulas integra les in fe comple&ens. Ponamus enim 
in formula n =/£ Z] dx , qui omnibus curvis debet efle 
communis , efle 

J[Z] = [L]Sx+[A/JJx+[)riJr+[P]#+lQ]4+&c. 

exiflente r — /"[z.]dx, & 

</[*] = [»] dx + [»]dy + [/>j df C q ] dq 4- &c. 

Maximum minimumve autem efle oportere formulam fZdx t 
exiflente : dZ ■= Ldn 4 - Mdx + Ndy 4- P dp 4- &c. 
Jam formula f[Z~\dx continetur in Cafu fecundo §. 7 Cap. 
prae: inde ergo fi capiatur intcgrale J\L\dx ejufque valor ref- 
pondens abfcifl* x = « , ad quam folutio debet accommoda- 
ri , ponatur = [ff], atque [f/J — /"[L] dx = [ V J; ha- 
bebitur formula: f[ Z\ dx valor diflferentiaiis = n», </* ( [ iV J 

4- c*] m — wi + mlvd + "it£L+ u nn) 

— &c. \ Deinde vero maximi minimive formula /Z dx con- 
tinetur in Cafu tertio loci citati ; ad ejufque valorem diffcrcnria- 
lcm inveniendum, ponatur formula : jLdx valor abfciflir x=* 
refpondens = H , ac H — Jhdx = V. Jam capiatur intcgrale 
f\_L]Vdx = HfXL^dx — f\L~\dxfLdx fitque, pofiro 
x = *, valor formula: f\ L ] dxfLdx -=^K, eodem autem 
cafu formula flLjdx valor cft — f /f] J cx quo formula 

Dd 3 /[L] 
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/f L] Vdx, Cafu x-=a, valor erit = H' H J — K , Se vocetur 
H[H] — K — Hf\_L~\ dx-\~r[L~]dx fLdx — IV. ita uc 
fit IV -= H [V] — K + /*f L jdx fLdx , eritquc formula: 
propofiti f zdx valor difrercntialis = n ». dx ( N -f [ A 7 ] V -f- 
r„i W— i dJ[Q±U>} l +\g) fv) 

f J dx ^ d.S 

— &c. ). Quod fi jam ad hunc valorem differcntialem adda- 
tur prarccdens per quantitatem conflantem arbitrariam <* multi- 
plicatus , fummaque ponatur = o, prodibit aquatio pro cur- 
va quifita hic : 

o=n+ cy]r«+r) + c*] (*cn + w) — -L, 

d(p + [P] t*+r)+lrl{*in + fv> + 

dd(Q s hlQJC» + n + l^C»[^] + fV) — &c. Eft 
vero hic <* 4- V = « 4- H — fLdx ; unde (i ponatur * + H 
= C , erit C conflans arbitraria , & « + V = C — /L </ x, 
atque * [ V] + W= C [ H] — K — CftLU* +flL\Jx 
fLdx. Hoc igitur pado , pervenietur ad curvam quatfitam , 
in cujus arquatione , quia ob Q H~\ & K adhuc inefl conflans da- 
ta a, ea quxfito fatisfaciet tantum pro propofita abfcifTa x=a. 
Quod fi autem formularum ambarum altera ad Cafum 4 , al- 
tera ad Cafum 5 pertineat, tum iterum confideratio dati abf- 
ciflar a ex calculo egreditur , eademque curva .pro omni abfeifla 
fatisfaciet , id quod unico fequenti Exemplo dcclaraflc fuffi- 
.ciet. 

Exemplum V. 


66 . Inter omnes curvas eidem abfcijf* refpondcntes , qua eundem 
formula v valorem recipiunt ; invenire eam . in qua fit f ^ vv I 


maximum vel minimum , exifiente d v = g d X -J- W dx\/ ( 1 •+ pp ) 
& W funclione quacunque ipfius v. 


Solutio hujus Quiftionis exhibebit curvam fuper qua corpus 

d<*fcen- 
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defccndcns a gravitate uniformi g deorfum , in dire&ione abfcif- 
Jarum follicitatum in medio quocunque rcfiftcnte celerrime de- 
labitur , inter omnes alias curvas fuper quibus dcfccndcndo 
eandem acquirit celeritatem. Eli enim v' v celeritas corporis 
in quocunque curvar pun&o , & IV exprimit refiftcntiam medii. 
Quod nunc primum ad proprietatem communem v = 
fd*(g+fV vX 1 +pp)") i ponamus cfle dW = Ud v, atque 
hxc formula ad Cafum quartum pertinebit; erit namque n =±= 
v, & z—g-\- W ( t +-//) >ac dZ— Udv V (t + pp ) 


+ 7 5 undc crit L==u ^ 1 +PP)‘ M—o, N=o J 
Si P = — Sumatur ergo integrale fUdx\'( i +pp), 

litque, cafu quo x=m ponitur, e ^ = H , 

ac ponatur V = Hc ^ 1 ^ 1 Ex his erit formu- 

Ix v valor diffcrcntialis = n», dx ( — 4- d. , V ? . ) 

k dx V( l + pp ) ' 


= — n y. d. 


Porro maximi minimive formula 


j. dx }/ (j+pf) pertinebit ad Cafum quintum , eritque Z = 
\'f\ +rp) & Jz — iv 1 +pp) q pdp 


idcoque n = v , & L 


2 v 7 * 

V ( i -4- p p'» 


7.v y' v 


7v( i ) 

A/=o, N=o, 


& P = /f , . . Deinde vero , ob t/= f d x ( g + 

v 1 1 tjf) 

WV(I +//)), crit [.Z J— £+ WV(» +/>/).& </[ 2 ] = 


UdvVti +//) + “"de [L]= l/y/( i +//),. 

[JI/ 3 =o, [tf] = o, & £P3= 7 ( 7 ^) • Ponatur, fi- 

poft integrationem fiat x=* 3 — j/ 1 ^ " — jf. 
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„ ' fU^it+PP) , rr , +pp\ rj, 

fitque e (K+fe — 1 • 

atque erit formulae / d JLlA±±±lJ valor differentialis = 

"• dx ( 51 ”»( f+S) + V(S )= ~ Wr ^¥) 

j -.LL- '). Ex his duobus valoribus diffcrentialibus inventis 

W( i4-J>P) ' w 

nafcitur pro curva quaefita fequens aequatio , o = ad. ^ t ~+£j) 
+ d ( 4 - integrando, B = TTT^rm 

^ ^ i/v( 1 4- rr) ''C* +pp) 6 v^t-f-w) 

ir f (>x+r) Ateft«r+T = e— / ' L '' /,cV ' (l+ ^ ) 
^ ( > 4-/’/’ ) , ,, 

(« H4- K+f/ L XK l+tt Jx Ql lod fi ^ 8 ° 

ponatur a. H-\ K = C, erit C conflans arbitraria , atque quan- 
titas definita 4 omnino ex aequatione evancfcet ; idcoque cur- 
va qu.rfita defideratam proprietatem pro quavis abfcifla pofli- 
dcbit. Pro curva quxfita habebitur ergo ifta aequatio : 

[Udx i 4-/P) f R y/ ( \ + pp) ' i N r j_ 

e ^ IV p v ; 

f/* 1 ' /( ' +" Wj+ 2 >, * difoemtado 
J 2v V V iVp v(f+ fp) 

BVAv\ r (\+n) VAv . Av BUAx(\+pp) 

/r * p ir*;» 2 lVvSv tvp 

— MZ''(t+pp) = i±lSJ-+£Pl * Cum autem fit dv 

ir 1 f 2 v j v 

=gdx-\- Wdx v/( 1 habebimus fa&a fubftitutione , 

. . j? * , g Udx 

hanc xquationem a ] Vv ~ v + 1 PT* 

gBUAxV( L±££) five iftam 2 B = £JLil±L 4 - 

Yp * ✓(!+») * v V ^ 

*JLEf jLf — z 7 BUpdx ( 1 +/>/). Multiplicetur hxcxqua- 
tio per </i/, & in primo termino loco </v fcribatur gdx^ 4- 
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Wdxf{ t+pp). ac dW loco Udv; quo faCto, habebitur 


ifla 


aequatio 


\g Bd p 


4- i B d p 


gp l dy 

IV v v v 


>r v'C i 4 - pp) 

^ iv' i C 1 UA ' dlvlfa P cr / fit in * 

tegralis ; eritque «quatio integrata h«c ,2 C — — B - - = 
2 gBV(i+pp) _ 2 g > five gB d-fi+pp) — gp __ 


IV V v' 


Cp / v — B / 1 


dv — *dx 

dx V (i ^+pp~)' ^ nde na ^i tur aquatio a refiftentia W’’' libera 

h«c, (C/ — B)dv=gCpdx+gBppdx — 

Cum autem IV fit fun&io ipfius v data , ope «quationis lV\Jv 

= — •> dabitur p per v, qui valor fi in 

praecedente «quatione fubftituatur , dabitur d x per v & dv » 
hineque curva quarfita poterit conftrui. 


Propositio VI. Problema. 


67. Liter amnes curvas proprietate communi A proditas , de- 
ter minare eam, in qua fit fundito quacunque , cum ipfius illius exprefi- 
fionis A > tum altus cujufiunque 11 } maximum vel minimum. 

SOLUTIO. 

i 

Sit d A valor differentialis expreflionis A, atque dB \alor dif- 
ferentialis expreflionis B i habebit fun&ionis illius ipiarum A & 
B , quam maximum minimumvc efle oportet , valor differentialis 
hujufmodi formam *dA + idB\ in qua conflantes « & C a 
ratione compofitionis qua exprefliones A Sc B in illa fun&ione 
inter fe permifeentur pendent ; ita ut valores obtineant deter- 
minatos ab abfeiflae quantitate , cui folutionem accomodatam 
efle oportet pendentes. Quoniam vero expreflionis A. quae 
proprietatem communem complectitur , valor diffcientialis eft 
Eilleri dc Mox. & Mite. E e 4A\ 


, 
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dA\ hujus multiplum quodcunquc ydA addatur ad valorctft 
diflfcrentialem adA + ZdB expreffionis , quae maximum mini» 
mumve clTe debet, ac fumma ( »+ y ) dA ZdB nihilo aequa- 
lis polita dabit aequationem pro curva quxfita. Habebitur igi- 
tur ifla xquatio ( <* + y ) d A -4- C dB = o , fcu ( « -H y ) 'dA 
+ ZddB = o> in qua, ctiamfi * & £ fint quantitates conflan- 
tes determinatae , tamen , ob y & d quantitates conflantes ar- 
bitra ias, cocfficientes valorum dAScdB, qui funt ( - +y)d 
& C, f evadent conflantes arbitrariae magnitudinis. Harum igi- 
tur loco (i feribantur litterae £ & *), habebitur pro curva quaefi» 
ra ifla aequatio £ dA + * d B = o. Quocirca ad Problema 
folvendum , exprc/Iionum A & B , quarum altera proprietatem 
communem continet , utriufque autem fundio quaecunque ma- 
ximum minimumve efTe debet , fingulatim valores diflerentialcs 
d A & d B capi oportet, eofque, per quantitates conflantes ar- 
bitrarias , quafque multiplicatos nihilo xquales poni , quo pado 
refultabit ifla aquatio £dA + ^d B = o, quae naturam curv* 
quxfitx exprimet. E. I. 

C O R O L L. I. 

6%. Natura igitur curvx fatisfacicntis tantum ab exprelioni- 
bus A Si B pendet > neque ratio fundionis ipfarum A Sc B quae 
maximum minimumve cfTe debet, ullo modo in computo ma- 
net ■, fed quxeunque fit fundio , eadem folutio prodibit. 

C O R O L L. II. 

69 . Quxeunque itaque ipfarum A Se B fundio , inter om- 
nes curvas eadem proprietate A gaudentes, debeat cfTe maxi- 
mum vel minimum ; folutio perinde fe habebit , ac fi , inter 
omnes curvas eadem communi proprietate A gaudentes , ea re- 
quiratur , in qua cxpref&o altera B maximum minimumve obti- 
neat valorem. 

# 

Co- 


9 
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C 0 R o L L. III. 

70. Quod fi ergo exprelfiones A Se B ejufmodi fuerint for- 
mulae , quarum valores diifercntiales dA Se dB non pendearra 
magnitudine abfeiflar x cui refpondcnt ; quod evenit , fi illae 
formulae pertineant ad Cafum vel primum vel quartum, fecun- 
dum nofiram enumerationem Capite praecedente §. 7 fadtam , 
tum curva inventa pro quacunque abfciila aeque fatisfacict. 

C O R O L L. IV. 


7?. Eadem Solutio locum habebit fi <9 inter omnes cunas 
quarum communis fit proprietas fundtio qu.rcunquc ipfarum A Se 
B , ea requiratur in qua alia quaepiam earundem A Se B func- 
tio fit maximum vel minimum. Hoc enim quoque cafu perve- 
nitur ad aequationem £d A-\- mdB — o, in qua £ Se * fint quan- 
titates conflantes ad arbitrium accipienda?. 

Exemplum I. 


72. Inter emnes curves a M b cum uve AB eandem artam Fig . *•. 
fy d x continent es , invenire eam in que fit ~r minimum. 

Quaeftio haec initur, fi inter omnes areas aequales quae intra 
ordinatas extremas A a Se Bb atque bali A 3 formari polfunt, 
defideretur ea , quae habeat fuum centrum gravitatis in loco infi- 
mo politum. Sumpta enim curva quacunque a M b , politifoue 
abfeifla AP = x, applicata P M — y , erit portionis a A P M 

centrum gravitatis a bafi A P remotum intervallo = ^ * ; 

quod adeo fiet minimum , fi reddatur hic expreffio 

minima. Habemus ergo binas hav formulas fydx Se fjydx , 
quarum valores differcntiales funt n *. dx. 1 Sx.»udx. iy , ex 

E e 1 qui- 
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quibus pro cum quatfita ifta colligitur equario £ + ir,y?= ©; 
fcu y — f. Quxftioni igitur fatisfacit linea refta « C bafi A B 
parallela feu horizontalis , atque parallelogrammum re&angulum 
A « C B , prar omnibus aliis figuris ut A a b B ejufdem arer , hac 
gaudebit prorogativa , ut ejus centrum gravitatis ad bafin A B 
proxime accedat. Quod fi ergo «ABC concipiatur ranquam vas 
aqua repletum , fi fuprema aqua: fuperficics « C fefe ad fitum 
i horizontalem compofuerit, tum aqua habebit fuum centrum gra- 
vitatis profundius fitum , quam fi ejus fuprema fuperficics alium 
quemcunquc fitum teneret. 

Ex®emplum II. 

Fil 14. 73. Inter omnes curvus ejufdem longitudinis DAD, invenire 

eum yuu hxbeut fuum gruvitutis centrum quum profundijfime fitum, 

feu ,n qutt fit - f alTTCT+pp) 

Jam intclligitur Solutio hujus Quxftionis datura efle cumm 
Catenariam ; namque fecundum leges Staticas catena ex pun&is 
D & D fufpenfa ejufmodi induet figuram ut ejus centrum gra- 
vitatis maxime dcfccndat. Quamobrcm inter omnes figuras , 
quas catena inducere poteft , qua: quidem omnes ejufdem funt 
longitudinis , curva Catenaria orietur, fi quarratur ea , in qua fit 

+ pp) minimum5 quippe quae expreffio dat diftantiam 

centri gravitatis G ab abfeiflarum initio A. Cum igitur habean- 
tur bin* iftac formula: fdx \/ ( 1 +//), Stfxdxy/ C 1 +ppj i 
quaerantur earum valores differentiales ; qui erunt , primae = — 

n r! d. 2 . & alterius = — n>. d. ; 7- *£ , ex 

quibus nafeitur pro curva quaefita ifta «quatio * d. ^ 

= *■ TcT+w ■ & taK s rando vo+77) 

+ 

9 


Digitized by Google 


22 r 


MAJ. ET M I N. X E L A T 1 V A. 

+ «,fal*— = Hinc 

ergo £ct , —fp dx — — Cf - v{ f F +rp ) 1 e» qnibi» *qui- 

tionibus curva conftruetur, critquc curvi longirudoy2*vYl +pp) 

= / — — 4- Conjl. = ~ + /. Hinc alia Conftru&io . defi- 
P P 

niendis x & y per s formari poterit : erit nempe p = — - — ; 
Pe, fi initium capiatur in A, ubi fit p = e* , poncnd.im e!t 
/= o, ira ut fit p-=. unde fit v^( i -+-//) = 

= ^ = JsWH-p). hincque dx , 

&x= — t. Porro erit dj~pdx = , 

-f- // ) 

l p J + V (££+/-0 r . , 

atque j — bl — ^ Aquatio autem inter coor- 

dinatas orthogonalcs x Se y deducetur ex iquatione x — e 3 = 
L^rJll j q Ur fi defideretur fuper axe A P , qui eft dia- 
meter , & pro initio abfcilTarum in A fumpto , ubi eft p — oo , 
poni oportet e = — t ; critque (x + £)/»=£y/( i -f- pp ) #> 

hineque (x + b )* pp == ^ 4 - Upp , & / = -j-. — -L-;- ; ideo- 

que dy = , qui* eft iquatio pro Catenaria, 

nota. 

ExEMfLOM III. 

74 » J" ter tmnes curvos ejufdem longitudinis , determinent eum 
in ijUA fit 4-~p p P 7 m ‘ n,tnMm > de no t ah te S funflt ornem* 

yuameunyue Areus curvo s = fdx v' ( i+p p ). 

In hoc Exemplo continetur inventio curvi Catenarii , fi cac 
tenanon fuerit ubique uniformiter crafla, fed cujus craifitics ar- 

E e a cuii 
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cui / refpondcns eft ut S funftio ipfius /. T um enim exprimet 
fSdx<J ( i hujus catenae pondus, & ^ ? 

altitudinem centri gravitatis fupra abfciftarum initium ; qute elfe 
debet minima. Principio quidem hic cafus in Problemate prar- 
ccdente non contineri videtur , quia formula arcum expri-: ens ip- 
fa fdxy/ ( i -b/yO non ineft in maximi minimive exprefiione 

Si xTCi +p p )~ * c l ul PP e ‘I 0 * eftfunftio duarum aliarum for- 
mularum integralium. At cum fit S funftio arcus curvar / , at- 
que dt = dxd( i +//>) , erit /Sdx V ( x + pp) ~fSds. 

ideoque functio ipfius/: ex quo expreflio ^ erit 

fiinffio formularum fdx yj ( i -b/^) & /Sxdxy/ ( i -+-/>/> J, qua- 
rum illa, proprietatem communem continet. Idem igitur eft ac 
fi quserere deberemus inter omnes curvas a*que longas ram in 
qua fit fSxdxsJ ( i minimum. Cum jam S Iit fundtio 

ipfius s=fdx / ( i -f-//', peninebit harc Qtixfiio ad Propo- 
fitionem praecedentem , cumque calum qui §. 60 eft pertraftatus. 
Scilicet erit Z = Sx / ( unde , fi ponamus dS = 

T dt , fiet dZ—xTdt v/ ( i +pp) *b Sdx \J ( I -f ff ) + 

J^-rppj ' haUt CltL '= xT ' , ( l 

N= o & P = -r/ — r. Tam ob N = o , obtinemus ex 

eodem loco citato ftatrm hanc aequationem 

a . ( C fxTdxd ( l + t Sxf r A\J{ t +pp) 

HJ+PP) ~y/(i+pp y P 

+ C — fxTix v(* +/'/’)+ Sx = o. At eilTdx\'( i +pf>) 

=.Tdt=dS i unde habetur -f- C + Sx — 

P 

fxdS — o , ubi A Pc C funt quantitates a bltrariar- DifFerentie- 

tur haec aequatio , fictquc ~~ j A f ?— + S d x = o , fcu 
^ ^ ppy/(i+pp) 

Sdx v' ( i +//') = — — 1 f =Sds. Qi'ire cum fit J funftio 
* rn fp 

ipfius 
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ipfius /, integretur Sds, erirque integrale, quod fit — R , pon- 
dus caten* longitudini s rcfpotidcns. Fiet ergo integrando -y 
= R -f- C i Se, Ci initium curvar capere placeat in loco A, ubi 
curva: tangens eft horizontalis, erit C = o, atque p = — -j~ . 

Hinc ergo porro erit v' ( i +// ) = ^ c<: K -~ * 

ideoque , atque d, = v 7^p7 ]0 , ex qoi- 

bus arquationibus curva ita poterit conftrui, ut ilatim ad quam- 
vis catenar longitudinem tam abfeifla quam applicata relpon- 
dens definiatur. Manifolium autem eft cafu quo R—s , hoc 
eft quo catena ponitur uniformis cral&uei , tum prodire Catena- 
riam curvam ordinariam. 

S C H 0 L 1 0 N, 

7j. Nili hujus Exempli convenientia, tam cum ifta Propo- 
fitione quam cum prxccdente , eflet obfervata , tum Solutio qui- 
dem per regulam generalem abfolvi potuifiet : verum tamen 
multo prolixior evafilTet. Quo autem nihilominus Methodi ge- 
neralis uftis clarius ob oculos ponatur , idem hoc Exemplum 
fecundum generalia pricepra refolvere vifum eft. Qiixraturigi- 
t ur inter omnes curvas ejufdem longitudinis j=fdxyQi +pp) y 

ea qux habeat valorem cxprdfionis hujus ^ 

maximum vel minimum; exiftente S fun&ione quacunque arcus 
curvar s. Et quoniam nondum fulpicari licet confidet ationem 

dat* abfeiflar, a qua valor dlfferentialis expreflionis 

pendet , ex calculo cfle cgrelTuram ; ponamus huic Quxftioni 
tantum pro data abfeiflit longitudine x =4 latisfieri oportere» 
Ab hac longitudine quidem formul* communem proprietarem 
conticentis fdx ^ (t +//) valor differentiaiis non pendet T 

quippo 
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quippe qui conftanter cft = — m*.i. ^ . ] y - » at in ma- 
ximi minimi ve expreflione ^ \ T _^ ponamus , cafu 

quo x =4 , fore /J xd x\\ i + pp) = StfS dx y/ ( i ) 
= B: illius \cro numeratoris filx dx>J ( i+pp) valorem dit- 
ferentialem dTe = , denominatoris vero fS dx y/ ( i +//>) 

valorem diffcrcntialem efle = Hinc igitur maximi mini- 
mi ve expreflionis. qnar, cafu x = d, fit = ~ > valor diffcren- 

tialis erit 


BdA — Ad B 


B B 


, qui multiplo cuicunquc formqlx 

communis valoris diffcrentialis — n>. d. ^ ^ ^ arqualis po- 

fitus dabit aequationem pro curva qitarfita. Jam ad valoresdif- 
fercntialcs d A Sed B inveniendos, confideremus primum formu- 
lam fSdx\J ( I +pp) , quae fecundum enumerationem $. 7 
Cap. praeccd. fa&am , pertinet ad Cafum fecundum : quo erit 
2 = JY(i +P?) > & pofito dS= Tdi , erit d Z = 

Tds \'( 1 ■+- pp) -4 S P? f s . Comparatione ergo facta, erit rr=/i 

” V(i + ppj 

L = T y/ C 1 +pp) > M — o. N—o, ScP = ^ ^ i +ppj : 

tum vero ob n=s=fdx /( 1 +//) > erit [ Z~\ — \/(i +//) 

& [ A/] = o . [tf] = o , & [**] = V0477/ fu * 
matur integrale fLdx = fTdx y/ ( 1 +pp) =.JTds = £ , 
cujus valor , cafu x^=* , fiat = C 7 , eritque V=G — - S, 
Quamobrcm habebitur fonnulx/XZvvf 1+//) valor diffcrentialis 
,n ,, Sp , /<G — $) s „„ J _ . G l 

jb =— * , -'«55r4^+ ^55>— . ”;•* vo-hw 

Altera porro formula jSxdx\J ( 1 -\-pp ) pariter in eodem Ua- 
fu fecundo comprehenditur , eritque Z = Sx \/ { \ + p p) fic 

dZ==Txdsy/(ii+pp)+Sdxy/il+pp) + ^T+jj) 

unde fit n = s s L= Tx y / ( 1 4 -pp ) • M == S yf ( l +A/ ) * 

N=o 
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N=o & P= -JL?L—y Deinde , ob rr = s —fdx\/( i+pp), 

erit, ut ante, [Z] = v '(i-+/7 , )> [ /V/] = 0 , [A T ] = o, 

& [F] = ^ ] l^p j y Nunc fumatur integralc fhdx = 

/Tx dxy / ( 1 -\-pp ) = fT x ds =/x dS, cujus valor, poli- 
to x = * , fit = H i erit V = H — fxdS , hineque prodi- 
bit iftius formulae valor differentialis dA = 

_ w . ,/(- Sxj+ jtH — frJ S) d pCH + fSdx) j 

^ V(i +pp) ' vci+/>/; • ln 

ventis ergo valoribus dA 8c d B, aquatio pro curva quariita erit 

* B%i TTTo-^i — d - ir rl \ 4 - ZB d. '£££— \ = o , 

vO+flv vO +pp) ^ ( i +#0 

& integrando «*^Z±d£t ±^ = C; in 

qua <*, G, & C funt conflantes arbitraria, & G & H conflan- 
tes determinata?. Quod fi ergo ponatur -H ~+H~bSc 

b O 

g-jj = c , erunt b & r conflantes arbitraria? , atque conflantes 

determinata? G 5c H a definito abicifla? valore x = ,* penden- 
tes omnino ex aequatione evanefeent; ita ut Curva inventa pro 
quavis abfeiffa gavifura fit defiderata proprietate : ejuique a?qua- 

tio erit ha?c c = , f eu (' + ?£) —~ b +/Sdx; 

quae differentiata dabit Sdx = — , feu 

= .SV/ = — . Ponatur , ut fupra , fSds — R , ita ut R 

PP 

pondus longitudinis catena? / repra?fcntct , erit i? = -y -f- Conjl. 

quae eft ipfa squatio , quam praecedenti Methodo elicuimus. Ex 
hac itaque folutione inteliigirur, quemadmodum per Mcthodunt 
generalem hujufmodi Qu*ftioncs refolvi poflint, fi proprietas 
communis non ingrediatur in maximi minimive cxprdfionem ; 
quod ut clarius intelligatur unum adhuc hujufmodi Exemplum 
appoluifle fufficiet. 

Euleri de Mjx. & Min. F f 
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Exemplum IV* 


Tig. 14 . ~6. Inter omnes curvas ejufdem longitudinis D A D data ai fci fi 

fa AC*=a refpondentes , eam definire qua compreheadat aream 
DAD , cujus centrum gravitatis G fit vel ait iffime vel prefundifi- 

fime pofitum , ficu in qua fit maximum vel minimum. 

Proprietas igitur communis efl fd x \l ( j -\-ppj , cujus va- 
lor diffcrcntialis cuicunquc abfcilfic x rcfpondcns efl = — 

*>• d. ' fp ' ) ' Maximi autem minimive expteflionis 

valor diftci enrialis pendebit a prarferipta abfciflip longitudine 
x—a-, qui ut inveniatur; cafu quo x -^=4 , Hat fijxdx — A, 
hujufquc formula? valor diffcrenrialis fit =dA, qui per Regu- 
las fupra datas invenitur — n d x. x = n >. x dx. Porro , eo- 
dem cafux=«*, abeat altera formula /; dx in B, fitque ejus 
valor diffcrcntialis := d B , qui per Regulas datas reperitur 

— n». dx-y ita ut fit d A=. nt. xdx 3c dB = nr. d x. Ex 

his, maximi minimive expreffionis^—- , qu*, cafu x — a , 

abit in ~ , valor diffcrcntialis erit = -- * ~~ ~ ^ = 

o B B 

” ■ ’ ^ — -4*) , qui multiplo valoris diffcrcntialis — 

< P“ ** F°P ncrate communi prodiit, arqua- 

lis pofitus dabit pro curva qustfita illam arquationem • d. 

Bxdx Adx c . A . . , . na 

— jj-g ott — = h , erit h quantitas conflans de- 

terminata, quam prarbet formula ^ ponatur x =a, 
& *B ponatur = cc, erit cc quantitas arbitraria. Hinc ha- 

= xdx — hdx , 


bebitur illa pro curva arquatio cc d. -rr ^~, — \ 

“ VC i+Pt) 


qux 
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qu* integrata dat —xx — ih x-\- bh ; ergo 4 c*pp 

=<**— ,<*+«/(.+//) , atque/ = v 

= 2- Quocirca eri. , ^-^=^£±^2^. , ubi 

conflantem pro arbitrio, live affirmativam, five negativam 
accipere licet. Hxc autem curva Quarftioni fatistacit tantum 
cafu , quo x = 4 ; atque ut fatisfteiat littcrx h is tribui deber va- 

lor quem , cafu x=a , recipiet expreflio ex quo valor 

h determinabitur. Cxterum notari convenit hanc curvam efle 
eam qux vulgo fub nomine Elafticx eft cognita. 


CAPUT VI. 

Methodus , inter omnes curvas pluribus proprietati- 
bus communibus gaudentes , eam determinandi 
qua maximi mimmive proprietate Jit pradita. 

Propositio I. Theorema. 

I . /”"> Urva , (jux inter omnes omnino curvas habet cxprefionem 
J <* A -f- 6 13 maximum vel minimum , eadem ftmul tta erit 
comparata , ut inter omnes eadem proprietate A proditas contineat 
valorem formula Ii maximum vel minimum. 

DEMONSTRATIO. 

Ponamus inventam efle curvam , in qua inter omnes alias ei- 
dem abfciflx reipondentes valor exprdfionis « A £ B fit ma- 
ximus 5 quod enim de maximo dcmonftrabirur , idem mutatis 
mutandis de minimo valebit. Denotant autem littera* A & B 
hic nobis ejufmodi formula: vel exprefliones indeterminata:, in 
quas Quxflio de maximis A minimis cadere queat ; tum vero 

F f 2 
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« & S funt quantitates conflantes quxcunque. Defignbmusjim 
iftam curvam , in qua fit <*A-\-ZB maximum, littera Q, quo 
eam facilius fine moiefta verborum dcfcriptione indicare quea- 
mus ; Nunc concipiatur alia quxcunque curva R eidem abfciffe 
rcfpondcns , qui recipiat formula: A eundem valorcm , quem 
tenet curva Qj in hac igitur curva R exprcflio a A + GB ini-, 
norem occupabit valorcm , quam in curva Q ; eo quod in cur- 
va Q_exprcflio a A 4- G5 omnium maximum valorem fortitur. 
Quare cum in curvis Q & R exprcflio A eundem obtineat va- 
lorcm, atque in Q^cxprcflio a A -+■ GB major fit quam in curva - 
R fequitur in curva valorcm exprcfllonis B majorem cfle 
debere quam in curva R. Cum igitur R curvam quamcunque 
denotet, qua: cum communem valorem formulae A recipiat,- 
* manifeftum cft inter omnes has curvas R curvam Q_cfle illam , 
in qua formula B maximum habeat valorem. Ex quibus con- 
ficitur , eam curvam , qua: inter omnes omnino curvas habeat 
expreflionis « A + G B valorem maximum vel minimum , ean- 
dem curvam fimul ita cfle comparatam , ut inter omnes alias 
curvas fecum eadem communi proprietate A gaudentes pofli- 
deat maximum minimumve valorcm expreflionis B. Quanquam 
enim Demonftratio tantum ad maximum eft adornata , tamen 
eadem , translatis verbis , ad minimum accommodabitur. Q. 

E. D. _ 

C O R O L L. I. 

2 . Viciflim itaque intelligitur , fi curva debeat inveftigarl , 
qua: inter omnes alias eadem communi proprietate A prarditas 
expreflionem B fit habitura maximum vel minimum ; tum qux- 
fito fatisfieri , fi abfolute inter omnes curvas ea definiatur , in qua 
fit aA + GB maximum vel minimum. 

C O R O L L. II. 

3. In folutionem igitur hujufinodi Problematum bina: novae 
ingrediuntur conflantes arbitrari* « & fi, qu* in ipfis expreflio- 

nibus 
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ftibus A & B non Inerant : hx autem unius dumtaxat conftantis 
vicem fuftincbunt j quia earum ratio tantum in computum ve- 
nit. 


CoROLL. III. 

4. Quod fi tfrgo, inter omnes curvas eadem communi pro- 
prietate A gaudentes , eam definiri oporteat in qua fit B maxi- 
mum minimumve ; tum utriufque expreffionis A & B capiantur 
valores difFercntiales , qui , per confiant es arbitrarias fcorfim 
multiplicati & conjunftim nihilo aquales pofiti , dabunt zqua- 
tionem pro curva quxlica. 

C0R0LL. IV. 

j. Simul etiam perfpicuum eft perinde efle, five inter om- 
nes curvas eadem communi proprietate A gaudentes , ea qux- 
ratur in qua fit B maximum vel minimum ; five vicillim inter 
omnes curvas eadem communi proprietate B gaudentes > ea qux- 
rarur in qua fit A maximum vel minimum. 

SCHOLION. 

6 . Qux , cum in hac Propofitionc , tum in annexis Corol- 
lariis , tradidimus, ex Capite prxcedcnte jam funt planiffima : 
quippe quibus continetur inverfa Methodus refolvendi Proble- 
mata , in quibus , inter omnes curvas eadem communi proprie- 
tate gaudentes , ea quxritur qux prxdita fit maximi minimive 
alicujus indole. Neque vero idcirco idem argumentum nos tan- 
tum repetivifle cenfendum eft ; nam eandem veritatem , qurfm 
ante modo fatis prolixo elicueramus , hic admodum fuccin&e & 
breviter dedimus demonftratam. Quocirca eo fortius altera 
demotiftrandi Methodus per alteram confirmabitur, ob fum- 
mum utriufque confenfum : atque fi cui prior Methodus non 
fatis perfpc&a , propter tantam infinite parvorum compagem , 
nimis lubrica & incerta videatur, ei Demonftratio hic dataom- 

F f 3. nem 
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nem fcTUpulutri adimet. Deinde , fi quis de prarlcnt!* Propo- 
fitionis converfione in Coroll. i fa&a cuamnum dubitet , ci 
prior Methodus pleniffime facisfacict. Inteiim ratio converfio- 
nis ex le fatis tuto interri poreft. Cum enim curva qua* 
inter omnes omnino curvas habeat *A\-ZB maximum vel mi- 
nimum , ita fit comparata , ut inter omnes curvas eadem com- 
muni proprietate A gaudentes , habeat B maximum vel mini- 
mum , quicquid loco « & fi accipiatur ; neceiTe eft ut convcrfio 
a-que pateat , fiquidem coeflkiefStibus <* & fi fumma extenfio 
tribuatur. Hocque adeo commemorare, hujufquc ratiocinii va- 
liditatem declarare vifum eft , ut in fequentibus , ubi eodem 
uremur , nullum dubium relinquatur. Hanc enim Propofitio- 
nem , ctfi proprie ad Caput pratccdcns pertinet , huc tranftuli- 
mus , quo eadem Methodo proprium hujus Capitis argumen- 
tum facilius pertradiare poffimus ; quippe quod , li altera Me- 
thodo expediri deberet , prolixiifimos requireret calculos , ma- 
ximafquc diflfcrentialium omnium ordinum tricas. Interim ta- 
men , quantum fieri poteft , dilucide oftcndcinus omnia , quae 
hic^ trademus , per Methodum fuperiorem confirmari atque etiam 
clici polfe. 

Propositio II. Theorema. 

7. Qtta curva , tuter omnes omnino curvas eidem abfeifa refpon- 
dntes , habet valerem exprefjionis *A-f-CB-f-yC maximum vel 
minimum , eadem curva fimul ita erit comparata , ut inter omnes 
curvas., qua tam exprejfionem A quam exprejjionem B communem ha- 
lent , pojidcat valorem cxprcjfionis C maximum vel minimum. 

DEMONSTRA T 1 O. 

Denotant hic nobis litterte A, BSc C formulas integrales vel 
exprclfiones indefinitas ejufmodi , qux maximi minimive fint 
capaces; at litterae a, Z, y defignant quantitates conflantes ar- 
bitrarias. Sit nunc curva, qux inter omnes omnino curvas 

habeat 
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habeat valorem « A + ZB y C maximum vel minimum ; at- 
que concipiatur alia quaecunque curva R , in qua , cum expref- 
fio A , tum B, eundem obtineat valorem quem obtinet in cur- 
va Q ; quo polito exprelfio compofita a A 4- G B eundem habe- 
bit valorem in utraque curva QjSc R. Hanc obrem, exprelfio 
tota aA + ZB-i-yC in curva R minorem fortietur valorem 
quam in curva Q , fiquidem *A + ZB-+-yC in curva Q eft 
maximum j contra exprelfionis as/f + GB + yC valor in curva i? 
major erit quam in curva Q, fi « A -\-ZB 4-yCin curva Q 
fuerit minimum. Cum igitur exprelfionis portio a-A + ZB utri- 
que curvae Q& R fit communis, reliqua portio yC } atque 
adeo exprelfio C, in cafu maximi major erit in Qquam in R , 
in cafu minimi autem exprelfio C in curva Q minor erit quam 
in curva R. Ex quibus Icquitur, fi curva Q inter omnes omni- 
no curvas , habuerit valorem exprelfionis « A -f- Z B + y C ma- 
ximum vel minimum , tum fimul hanc curvam Qca indole efle 
praeditam , ut inter omnes curvas R qua: eodem valorc cum cx- 
prclfionis A tum exprelfionis B gaudeant , contineat valorem cx- 
prelfionis C maximum vel minimum. Q E. D. 

C O R O L L. I. 

8. Quoniam exprclfioncj A, B Sc C pro lubitu itirer fe com- 
mutari poliunt j curva in qua efi « A + ZB 4- y C maximum 
Vel minimum , ea (imul vel , inter omnes curvas iifdem proprie- 
tatibus A di B communibus gaudentes , habebit C maximum 
vel minimum ; vel habebit B maximum minimumve , inter om- 
nes curvas quae proprietatibus A & C communibus gaudebunt ; 
vel denique habebit A maximum minimumve, inter omnes cur- 
vas in quas ambi proprietates B Sc C aeque competunt. 

, C O R O L L. II. 

9 . Qui igitur curva , inter omnes iifdem birris proprietati- 
bus A Sc B communibus gaudentes , habet C maximum mini- 
mum- 


2J2 DE METHODO 

mumve ; eadem habebit inter omnes curvas binis proprietatibus 
vel A & C, vel fi & C, aeque pratditas , vel fi. vel A maxi- 
mum miniinumve. 


C O R O L L. III. 

io. Si igitur curva quarri debeat qua? , inter omnes alias bi- 
nis proprietatis A & fi xqualiter praeditas , habeat expreflionem 
C maximam vel minimam ; tum qua? (ito fatisfict , li curva quae- 
ratur, qua?, abfolute inter omnes curvas , habeat expreflionem 
ctA + GB + yC maximum vel minimum. 

C O R O L L. IV. 

it. Quoniam <*, £.y funt quantitates conflantes arbitrari* ; 
in folutionem hujufmodi Problematum tres qova? quantitates ar- 
bitrari* ingrediuntur, quae in formulis propofitis A, B, & C 
non inerant: acquivalebunt autem hae tres conflantes <*> C, &'y 
tantum duabus. 


C O R O L L. V. 

1 1 . Ha? vero conflantes adeo jam in aequatione pro curva pri- 
mum inventa inerant; prarter eas vero, per integrationes novae 
ingredientur conflantes tot , quot integrationibus opus cft , ante- 
quam ad aequationem finitam perveniatur. 

C O R O L L. VI. 

ij. Simili modo, quo hanc Propofitionem & prrccdentem 
dcmonflravimus, oftendetur, curvam , qu* abfolute , inter om- 
nes curvas , habeat expreflionem « A 4 - £ fi + y C -{• J D ma- 
ximam vel minimam , eandem , inter omnes curvas tres expref- 
liones A , B Si C communes habentes , habituram efle quartam 

D maximam vel minimam. 

< v 
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S C H 0 L ION 

74. Ex hac Propofitione jam fatis percipitur Methodus rcfol- 
vendi cjufmodi Problemaca ad Methodum relativam pertinen- 
tia , in quibus quaritur curva qux, inter omnes eidem abfciiise 
refpondcntes & duabus pluribufve proprietatibus communibus 
a que gaudentes , habeat valorem cujufpiam exprellionis maxi- 
mum minimumve. Quxftio fcilicct perpetuo revocabitur ad 
Methodum abfolutam; ita ut, inter omnes omnino curvas, qu:e- 
renda fit curva quae exprelfionem quampiam habeat maximam 
vel minimam. Hacque rcdu«ftione id commodi nancifcimur , 
ut omnia hujufmodi Problemata , ope valorum diflercntialium 
quos jam fupra inveftigare docuimus, refolvere queamus. Ipfe 
autem refolvendi modus eo redibit , ut omnes proprietates com- 
munes , una cum maximi minimive cxprelTionc , feorfim expli- 
centur ; fingular per conflantes arbitrarias multiplicentur; & pro- 
ducta in unam fummam colligantur : quo faflo , abfolute inter 
omnes curvas , eam quarri oportebit , in qua ifta fumma fit ma- 
xima vel minima. Hoc vero ipfum perficietur, dum fumma: 
illius valor differentiatis inveftigabicur , nihiloque arqualis pone- 
tur. Quocirca univerfa operatio abfolvctur , fi , cum fingula- 
rum expreffionum proprietates communes continentium , tum 
maximi minimive expreffionis valorcs differentiales , fecundum 
regulas fupra datas, capiantur; finguli feorfim in conflantes ar- 
bitrarias ducantur ; omniumque horum produCtorum aggregatum, 
nihilo aquale ponatur : cx quo orietur «quatio pro curva quar- 
fita. Sufficere itaque poffet hoc unicum prarccptum ad Quxftio- 
nes hujus generis foivendas. Verum , antequam hujus ufurn 
exponamus, hanc ipfam Methodum via ante adhibita confirma- 
ri conveniet. 

Propositio III. Problema. 

i S- I»fer omnes (urvas ad eandem abfcilfam relatas, qua binis 
proprietatibus communibus A & B aqualiter Jint f radit a ; dtjinire 
tam , in qua fit valor expreffionis C maximus vel minimus. 

Euleri De Max. & Min. G g S 0- 
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SOLUTIO. 


Ex praecedentibus jam intelligitur hoc Problema /olvi, fi, In- 
ter omnes curvas, abfolute qu.xi.vur ea in qua fit uA ■+- CB 
4 - y C maximum vel minimum. Ad hoc autem nofie oportet 
valores difterentiales expreflionum A , B, & C. Sit igitur va- 
Jor diftercntialis cxprciSonis A = n t. dx. P ; expreflionis B — 
m. d x. Qj exprdfionis C'= * >. dx. R ; ex quibus aequatio pro 
curva dclidciara erit «f 4- £Q+ V P == o. 

Verum, quo hujus Solutionis veritas magis eluceat , idem hoc 
Problema eadem Methodo , qua fupra in Capite prarced. ufi 
f‘S- *S- fumus , aggrediamur. Primum autem intelligitur , ad hoc Pro- 
blema refolvendum , ternas applicatas particulis infinite parvis 
augeri debere , ut tribus conditionibus prarferiptis fatisfieri pof- 
fit.' Primo enim tres has particulas adjuntfas, quibus ipfa cur- 
va fatisfaciens az in novam a fe quam- minime diferepantem 
transmutatur, ita comparatas efic oportet, ut exprelfio A, qua: 
unam proprietatem communem continet , in utramque curvam 
aequaliter competat : Deinde etiam altera proprietas communis 
B in utraque curva eundem valorem obtinere debebit. Tertio 
ex maximi minimive natura expreflio quoque C eundem valorem 
in ipfa curva & eadem mutata nancifci debet; quibus tribus con- 
ditionibus, per pauciores quam tres particulas tribus applicatis 
adjumftas , fatisfieri non poteft. Quare prarter binas applicatas 
Nn & Oo, qua? in figura particulis nr&o» funt au&r , con- 
cipiatur fequenti applicata? Pp particula p *■ adjici. Ac quseratur 
primum incrementum , quod expreflio A ex his tribus particu- 
. lis aficquitur quod erit = n r. r dx -f- o u. F dx + p sr. P'dx. 
Namque ex particula n» nafeitur incrementum n». Pdx , con- 
gruens cum ipfo valore differentiali , quem expreflio A ex fola 
particula n » adipifeitur. Ex fequenti vero particula o u oritur 
incrementum ou. Fdx, fcilicet, idem quodante, fuo differen- 
tiali audtum : quia enim o u fequenti applicata; adjungitur, om- 
nes quantitates o u afficientes erunt fequentes carum , quibus par- 
ticula py afficitur : atque ffiuilj rayqnc particula p*- nafcctur 

incre- 
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incrementum pr. PV.v; quot? omnia, fi cui libuerit calculum eo 
modo quo in Cap. prsrc. Propof. 3 §. 22 ufi fumus perfequi, fa- 
tisfient manifetla ac perfpicua. Eodem igitur porro modo ex- 
preflio B , cujus valorem diftcrentialem ex unica particula n r 
oriundum poluimus =nr. QJx, ex tribus particulis n», o«& 
Pir incrementum a. cipict = n y. Qdx+ o u. Qdx-Ppir. QAx. 
Tertio exprellio C ex his tribus particulis augmentum capiet hoc 
n y. Rdx -f- o u- Rdx + p*-. Rdx. Singula jam harc tria incre- 
menta fcorfim nihilo arqualia poni oportet, ut omnibus condi- 
tionibus prjrfcripxis fatisbat ; unde tres fcquentes aequationes 
orientur, fa&a divifionc per dx, 

o = n y. r + Oa. P' -E p t. P' 
o = n y. Q+ o u. Q' + p tt. Q' 
o = n y» R -f- o u . R' + p x. R '' 

Quod fi nunc particulas nr, ou, p*-, ad folutionem peragendam 
tantum in fubfidium vocat» eliminentur ; orietur arquatio inter 
quantirates curva? proprias , quibus proin natura curva: exprime- 
tur. Ad has autem particulas eliminandas , fingulas aquationes 
per novas incognitas «> £> y .fcorfim multiplicemus, ut habeatur 

O = nr. <* P + O u. aP' -f- p r. a P ? 

O = 0y. £ + O a. £Q^ + p*\ CQ* 

o = n r. y R + Oai. y R' -f- p t. y R', 

atque formentur hinc ift» iquationes, 

o = <t P £ Q. "E y f? 
o = a P' -E £ Q’ -E y 
o ■= <* P' ■ i- £ Ql "E y R '- 

Elie flarim patet , fi pro « , £ , y accipiantur quantitates conflan- 
tes , tum primam arquationem reliquas hiras ultro in fc com- 
pleri ; fi enim fuerit o == « P -E £ Q+ y R , tum fimul erit o =: 
ad P -J- £ ■+■ y dR , & q =: a ddP + Zdd Q+ yddRi 

G g a 
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& quia eft P’ — P + dP i Qj=Qj-J(ls P'= * 4 - <tR, 
atque P' = P+idP -f ddP ; Q^—Q +idQ + ddQ^k 
R' = R + 2 dR 4- dd R i fiet quoque 

o = ap 4- CQ' -J- yR' 

& 

o = « P" 4 ~ C Q 4 ~ y/l*» 

Quocirca ad Problema folvendum formanda eft ha?c xquatio 
o = «P + SQ. 4 - y /J) 

qux , fi loco « , £ , & y quantitates quxeunque conftantes ar- 
bitrarii feribantur, exprimet naturam curvx quxfitx. Congruit 
autem omnino hxc xquatio cum ea quam altera Methodo eli- 
cuimus , alteraque Methodus per alteram confirmatur. E. I. 

C O R O L L. I. 

1 6 . Omnia ergo hujus quoque generis Problemata refolvi 
poliunt, ope valorum differcntialium ex unius applicati muta- 
tione oriundorum , quos fupra fatis ampliter invenire docuimus. 

C O R o L L. II. 

17. Manifcftum igitur eft, fi curva debeat inveniri qux , inter 
omnes alias ad eandem abfciiTam relatas atque in quas bina? cx- 
prefliones A & B xqualiter competant , habeat valorem expref- 
fionis C maximum minimumve > tum quxftioncm redire ad hanc , 
qua* ad Methodum abfolutam pertineat , ut , inter omnes om- 
nino curvas ad eandem abfciiTam relatas , determinetur ea in 
qua fit expreflio <t A + ZB yC maximum vel minimum. 

C O R O L L. II L 

18- Simul vero etiam hinc Methodus patet rcfol vendi Pro- 
bi cma- 
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blcmata , in quibas, inter omnes curvas in quas plures duabus 
atque adeo quotcunquc proprietates xqualiter conveniant , ea 
requiritur qux maximi minimive cujufdam proprietate gaudeat. 

C o R o L I. IV. 

19. Quod fi enim , inter omnes curvas in quibus expref- 
fiones A , fi , C , D xquales obtineam valores , ea debeat in- 
vcfligari in qua fit expreflio E maximum vel minimum ; tum 
quxfito fatisfiet , fi inter omrvs omnino curvas ea quxratur in 
qua fit * A 4 - 6 B -i- y C-\~ , D + * E maximum vel minimum ; 
denotantibus litteris J 1 , t quantitates qualcunque conf- 

tantes & arbitrarias. 

C O R O L L- V. 

ao. Quo plures igitur proponantur proprietates , qux iis cur- 
vis , ex quibus quxfitam maximi minimive indole prxdirain in- 
dagare oportet, communes efTc debeant j eo plures in xquatio- 
nem pro curva ingredientur quantitates conflantes arbitrarix ; 
atque adeo eo plures curvx fatisfacicntes in ea comprehenden- 
tur. 


S C H 0 L I O N I. 

21. Cur eo plures conflantes in Solutionem ingrediantur, 
quo plures proponantur proprietates communes, ex prxcedenti- 
bus facile colligi potcfl. Ponamus enim, inter omnes curvas 
eadem proprietate A gaudentes, cam inveftigari oportere , in 
qua fit B maximum vel minimum: ac primo quidem conflabit 
huic Quxflioni cam curvam effe fatisfaCturam qux , inter omnes 
omnino curvas , habeat B maximum vel minimum; hxc enim, 
inter omnes quoque il’as qux fecum eadem communi proprie- 
tate ^/gaudebunt, habebit fi maximum vel minimum. Deinde 
autem licet innumerabilia ifliufmodi curvarum genera concipi , 
qux fingula eundem valorem expreffionis A recipiant; in uno 

G g 3 quoque 
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quoque vero genere una erit curva, qua? pra? reliquis valorem cx- 
preffionis B contineat maximum vel minimum. Ncceile autem 
eft has curvas fatisfacientcs omnes in Solutione generali contine- 
ri debere. Cum igitur , ob unam proprietatem communem 
prarlcrfptam , numerus curvarum fatis facientium fiat infinitus, mul- 
to magis is augebitur , propter eandem rationem , fi plures pro- 
prietates communes proponantur. Interim tamen (1 valores , 
quos habent lingulas proprietates communes in curvis ex quibus 
quarfiram erui oportet a&u definiantur, tum utique folutio unicam 
Curvam fatisfacicntcm prcrbebic. Conflantes feilicet illas co in- 
fercient ut valores, quos proprietates communes in curva inven- 
ta obtinebunt , pro arbitrio determinentur ; fic , per has conf- 
tanres, in calu duarum proprietatum communium A Se B , cur- 
va poterit n (lignari qu* datos expreflionum A & B recipiat va- 
lores , atque infuper ita fit comparata ut , inter omnes infinitas 
alias cofdcm illarum expreflionum A St B valores recipientes , 
habeat valorem alius cujufcunque exprclfionis C maximum vel 
minimum. Atque harc eadem admonitio locum habet , fi plu- 
res proprietates communes fuerint pr^feriptae ; ex quo fatis perf- 
picuum eft , quid hifce conflantibus in Solutionem ingredienti- 
bus fit faciendum , & quomodo eas ad ufum traduci oporteat : 
id quod in fcqucntibus Exemplis clarius dcclaiari poterit. 


Exemplum I. 


2 1 . Inter omnes curvas ad eandem abfaffam A C = a rel.tf.ts , 
are a eum inter fe ejttfdem fint longitudinis , tum etiam Aquales areas 
DAD comprehendant i determinare eam , qua circa axem A C 
rotata generet Joltdutn maxima vel minima capacitatis. 

Politis abfeifla AP = x, applicata P M — y & dy —pdx 
bina? proprietates communes propolita? funt fydx & fdx\J ( i +f>/>) ; 
ar maximi minimive formula eft fyy dx. Quaerantur jam ha- 
rum rrium formularum valores diflvreniiales. Ac primo quidem 
ci it 1'oiiiiUl* fy dx valor diflcrcntialis = n>. dx ; deinde for- 
mula: 
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mute/26r/(i+/’/0 valor differcntialis cft = — : 

& tertio formulas fyydx valor differcntialis cft = ixv.ydx. 
Lx quibus ti ibus valoribiis differcntialibus conficietur pro curva 

quarfita iftu aequatio, o —<tdx — - Qd. -7^ ( 2 y; dx, fcu 

tti. £ — — - =ldx + 2 ydx = Mnltipli- 

Vt 1 ( 1 +If) 

cctur hxc a-quatio per f> & integretur; habebitur//’-)-^ - r yj 

_ ubi tam e e quam ff pro arbitrio five affirmati- 
vi ^-pp) 1 

ve five negative accipere licet. Hmc porro fiet ( ff ly -f - yy ) 

. . v r ( e 4 r ff + b y 4- V 7 * . — dy . 

( 1 +/’/’) — c » & / — ff+h+7y - v ’ 

idcoquc * = 1“ ca *‘>“ a<io I™ 

curva E>aftica. Ingredietur autem , per integrationem unam reli- 
quam , nova quarta conflans arbitraria ; atque hifce quatuor 
conflantibus effici poterit ut curva per data duo punba tranfeat; 
deinde binis reliquis conflantibus obtinebitur, ut pofitox = 4, 
tam area curvat quam ejus longitudo datam magnitudinem con- 
fequantur. Infupcr autem ambiguitate fignorum , qua fignutn 
radicalc afficitur, alterum fignum pratbebic curvam maximi , alte- 
rum minimi proprietate gaudentem. Quoniam autem in aequa- 
tione inventa data illa abfciffe magnitudo -* non ineft; fequitur 
curva: inventi portionem quamvis cuicunque abfcifTi rcfpon- 
dentem hac quoque gaudere praerogativa ut, inter omnes alias 
curvas eidem illi abfcilli rcfpondentes , & per eadem duo punc- 
ta tranfeuntes , quae fimul cum illa curva tum atqualcm longitu- 
dinem quam aequalem aream complebantur. ut illa, inquam , 
curva circa abfeiflam fuam rotata generet (olidum maximi mi- 
nimxve capacitatis. Duo fcilicet punba, per qui curva quxfi- 
ta tranfeat , ideo hic in confiderationem funt ducenda, quia cal- 
culus pribuit atquationem differentialem fecundi gradus , qus 
per fc duplicem determinationem requirit. P otcrunt vero ctiarrr 

bin» 
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binae reliquae conflantes , qui ftatim in aequatione inventa ine- 
rant , per pundta determinari , hocque pa£to determinata folutio 
hujufmodi emerget , qur docebit per quatuor data punita cur- 
vam deferibere , quae inter omnes alias per eadem quatuor punc- 
ta tranfeuntes , atque cum xque longas tum aequales areas con- 
tinentes , producat circa axem rotata folidtnn vel maximum vel 
minimum. Perpetuo nimirum numerus conflantium arbitraria- 
rum , quae in xquatione inventa cum ndu tum potentia infunt , 
declarabit quot determinationes fint adhibendae ut curva deter- 
minetur ; hrecque deinde, inter omnes alias curvas iildcm deter- 
minationibus praeditas , quarfito fatisfaciet. 

Exemplum II. 


23. Inter omnes lineas eidem abfeiffa rejpondentes , qua primo 
aquales c enti neant areas f y d x , atque praterea circum axem rotata 
aqualia generent fotieia fyydx j determinare eam qua fuum gravi- 
tatis centrum vel maxime vel minime habeat elevatum ; hoc ejl in 

eiua fu vel maximum vel minimum. 

7 J 1 y d x / 


Sit abfcifTar longitudo prxfcripta , ad quam Solutionem accom- 
modari oportet, =a i atque pro hac abfcifla fiat valor formu- 
1 x fyd v A , formulae fyydx = B , Sc formul* fy x dx = C. 

Porro fit valor ditfcrcmialis formulae fydx = dA=.dx\ for- 
mulx fyydx = dB = iydx , Se formulae fyxdx = dC 
— x dx ; fumptis nimirum harum formularum valoribus differen- 
tialibus fecundum regulas fupra datas: omittendo tantum parti- 
culam n», quippe qux perpetuo per divifionem tollitur. Cum 
jam maximi minimivee xpreffio fit, non fimplex formula, fcd frac- 
J y xdx , J:a - AdC C 4 ■ 1 


1:0 


Jydx 
A x dx 


ejus valor diffcrentialis erit = 

— CJx 


A » 


atque , ob proprietatum binarum commu- 


nium /} Jx & fyy dx valores diffcrentiales datos , nempe dA — s 
dxikdB — 2ydx, refultabit pro curva quxfita fequens xqua- 

tio 
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tio adx + iGydx - X Ctl . x — 0 , vel ( aA* — yCjdx 

4 - iGA l ydx + y Axdx = o; in qua aquatione, cum 
a, G, y fint conflantes arbitraria? , carum transformatione fimul 
conflantes determinata: A & C ex computo expelli poffunt ; ita 
tit Solutio inventa ad omnes abfeiflas aeque fiat accommodata. 
Pervenietur autem ad hanc aequationem bdx = my dx 4- nxdx , 
feu , per dx diviilone inftituta , h = my 4- n x , qua? aequatio cft 
pro linea reda quacunqud. Linea reda igitur ad axem vertica- 
lem utcunque fita, inter omnes alias lineas cum axe tam ean- 
dem aream fydx quam idem volumen fyydx continentes, ha- 
bebit fua? area? centrum gravitatis vel maxime vel minime ele- 
vatum. Erit aurem centrum gravitatis minime elevatum, fi linea 
reda furftim cum axe convergat; maxime autem erit elevatum, 
fi deorfum cum axe convergat ; hique funt ambo cafus , quibus 
vel maxima vel minima centri gravitatis elevatio locum habet. 
Inter hos cafus cft medius, quo linea illa reda fit axi parallela: 
de quo dubium fuperefte poteft, utrum centrum gravitatis fit 
vel maxime depreftum vel maxime elevatum. Verum ifte ca- 
fus nequidem in Qriarftione locum invenit. Nam pofira iinca 
reda axi parallela , ira ut fit y = b , tum omnino nulla alia exhi- 
beri poteft linea quae pro eadem abfcilla, cum aequalem aream 
fydx tum aequale volumen fyydx contineat : hocque ideo eve- 
nit , quod ifta linea reda , inter omnes alias lineas eandem 
arcam fydx comprehendentes, minimum volumen fyydx in- 
cludat. 

Exemplum III. 

14. Inter omnes curv/is tjufdem longitudinis D A D punela doto *'&■ 
D , D jungentes , determinare eam cujus hoc fit proprie: os ut , fi 
inter retias verticales D B , D B per horizontalem N N fpatium 
NDADN^r M.ignitudinis ab/c indatur , hujus fpatii NDADN 
Centrum gravitatis imum oh tineat locum. 

Qua-ftionls hujus Solutio eximium habet ufum in Hydroftati- 

Euleri De Max. & Min, H h ca , 
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ca , ejufque ope folvctur Problema quo figura lintei D A D 
vafi B D D B in punftis D D annexi inveftigatur , quam induit , 
t fi vafi data aqua» copia infundatur. Primo enim dum linteum 

extenfionem non admittit, longitudo curvat DAD erit data, 
deinde etiam fpatium NDADN, quo quantitas aquar infufae 
menfuratur , erit data : ac tertio , fecundum gencra'cs Hydrof- 
taticar & gravitationis leges, figuram DAD ita comparatam ef- 
fe oportet, ut fjatii NDADN centrum gravitatis infimum 
occupet locum. Ad hoc Problema refolvendum . ponatur DC 
= C D = 4 , & du&a horizontali quacunque M PM, fit MP 
- = PM = x , & AP = y , erit arcus M A M = 

, pofito dy = pdx. Quod fi jam longitudo curvae 
DAD ponatur = z b ; arquatio inter x & y ita debet efie com- 
parata , ut formula integralis fdx\ f (i+pp')fiat = b, pofito 
x = d. Porro area M A M fit = ifxdy — 2fxpdx-, quae 
fiat = 2 ff, cafu quo ponitur x = di ira ut tum fit fxpdx 
= ff Hatc vero area non ipfa eft data, fed ea cum area 
N D D N datum fpatium producere debet quod fit = i c c. 
Si igitur ponatur DN = t, erit^r -f - ff — rr,&* = 

CC ^ p 0 fi t0 x Denique centrum 

gravitatis totius /patii NDADN a pundo A diftabit inter- 
vallo = -±L cc ■ ■ ■ — , pofito poft integrationem 

x = d; infra punitum C igitur Centrum gravitatis fitum erit 

intervallo = A .? ~ ~ i fxjfdx . 

CC * 

debet efie maximum. Cum vero fit r. = c - ; maximum 

a 

efie debebit hate forma A C fxpdx — — + — (J ffdx j 

— fxyfdx. Problema itaque huc redit ut, inter omnes curvas 
ejufdem longitudinis datat ablcifla; D C = d refpondentes , defi- 
niatur ea in qua fit hate expreflio t>fxpdx+ c -^ fxpdx — - 

1 

2 a 
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•~ a (fxpdxy — fxjpdx maximum, cxiflente j = h , pofito 

x Jam quia longitudo curv* efl =fdx 1 +pf') » 

erit eius valor differentialis = — d. . Deinde for- 

v( 1 -¥pp) 

muli fxp dx valor differentialis cft = — dx , & valor diffe- 
remiaiis formula*/*;^* — xpdx — d.xj = — jdx. H : nc 
totius exprelfionis , qua: maximum e (Te debet, valor differentia- 
tis prodit = — hdx — dx -\-^dx jdx, qu*, ob hSc 

//conflantes non determinatas, tranfit in hanc kdx -\-jdx> ubi 
k cft conflans arbitraria. Quocirca prodibit ifta arquatio pro 

curva quatfita k dx +jdx = — ggd. - ^ ■ ; qua:, per 

p multiplicata & integrata, dabit m+ lky +jj = ^ * + pj) ' 

quam curvam conflat efTe Elaflicam , manebitque ea imariata. 
quemcunque valorem obtineat quantitas cc. Quarflioni ergo 
propofitar ita fatisfiet , ut ptr data punita D & D curva Elafti- 
ca traducatur , cujus axis icu diameter orthogonalis fit reda ver- 
ticalis AC, & cujus portio DAD datam obtineat longitudinem 
ibi hocque pado. Solutio omnino erit determinata, unicaque 
curva fatisfaciens refultabit. Quod autem quantitas fj-atii 
N D A D N = icc , de cujus centro grav itatis quarftio efl , pror- 
fus ex computo cxceflerit , id quidem facile prividere licuifler; 
quo pado , Solutio muito facilior extitiilct. Verum da'a ope- 
ra hanc conditionem , etfi inutilem , adjecimus , ut modus pa- 
teter alia iftiufmodi Ptoblcmata , ubi talis redudio locum non in- 
venit, refol vendi. 

S C H 0 L l 0 N II. 

ly. Sic igitur expofita efl univerfa Methodus maximorum 
& minimorum indeterminata, qua linea curva quiri focr ma- 
ximi minimive proprietate quapiam pradira. Itaque Methodus 
tota perduda efl ad inventionem \a'orum diffetentialium , qui 
cx unius tantum applicat* incremento oriuntur. Scilicet fi Pro- 

H h 2 blcma 
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blema poftulet , inter omnes omnino curvas ad eandem abfcif- 
fam relatas , eam in qua expreflio quapiam indefinita maximum 
minimumve obtineat valorem ; tum illius expreflionis quarendus 
eft valor diffcrentialis ; qui nihilo aqualis politus dabit aquatio- 
nem pro Curva quafita. Quod fi autem , inter omnes curvas 

3 u.v una pluribufvc proprietatibus communibus gaudeant, eam 
efiniri oporteat , in qua valor cujufpiam exprclfionis propofita 
fiat maximus vel minimus ; tum , tam lingularum proprietatum 
communium, quam maximi minimive, expreflionis quari de- 
bent valores diffei cntiales, hique finguli per conftantcs arbitrarias 
multiplicari , quorum productorum lumma nihilo aqualis polita 
dabit aquationem pro Curva quafita. Ad valorem autem difi- 
ferentialem cujufque exprelfionis indeterminata inveniendum , 
Regulas in fuperioribus Capitibus fufficicntcs atque admodum 
faciles tradidimus. Ejufmodi enim expreflio indeterminata , live 
proprietatem communem continens, live maximum minimum- 
ve, perpetuo vel eft formula integralis fimplex, vel fiinftio dua- 
rum pluriumve hujufmodi formularum integralium. Quod vero 
ad formulas integrales fimplices attinet ; in Cap. I V §. 7 pra- 
cepta expofuimus , quorum ope ejufmodi formularum valores 
differentiales reperiri queant ; ubi hanc indagationem ad quin- 
que cafus reduximus. Quemadmodum autem fecundum hac 
eadem praccpta , cujufcunque funftionis duarum pluriumve for- 
mularum integralium fimplicium valor differentialis conveniens 
definiri queat , id in ejufdem Cap. I V , Propofitione 4 , indi- 
cavimus , modumque differentiationis fimilem atque fatis faci- 
lem expofuimus: ita ut in hoc genere nihil fuperdTc videatur, 
quod infuper fit adjiciendum. 

FINIS : 
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ADDITAMENTUM I. 

De Curvis Elajlicis. 

I. 

J Am pridem fummi quique Geometra? agnoverunt. Methodi 
in hoc Libro tradita: non folum maximum efle ufum in ipfit 
Analyfi , fed etiam eam ad refolutionem Problematum phyfico- 
rum ampliffimum fublidium afferre. Cum enim Mundi univer- 
fi fabrica (it perfertilfima , atque a Creatore (apicntiffimo abfo- 
luta , nihil omnino in mundo contingit , in quo non maximi 
minimive ratio quarpiam eluceat : quamobrem dubium prorfus 
eft nullum , quin omnes Mundi effertus ex caulis finalibus , 
ope Methodi maximorum & minimorum arque feliciter determi- 
nari queant , arque ex ipfis caufis efficientibus. Hujus rei vero 
paffim tam eximia extant fpecimina, ut ad veritatis confirma- 
tionem pluribus Exemplis omnino non indigeamus ; quin po- 
tius in hoc erit elaborandum, ut, in quovis Quarftionum natura- 
lium genere, ea invefligetur quantitas , qux maximum minimum- 
ve induat valorem : quod negotium ad Philofophiam potius 
quam ad Mathefin pertinere videtur. Cum igitur duplex pa- 
teat via effertus Naturae cognofcendi ; altera per caufas efficien- 
tes , qua? Methodus direrta vocari folet ; altera caufas finales i 
Mathematicus utraque pari fucceffu utitur. Quando fcilicet 
caufar efficientes nimis funt abfconditac , finales autem noftram 
cognitionem minus effugiunt; per Methodum indirertam Quarf- 
tio folet refolvi : e contrario autem Methodus direrta adhibe- 
tur , quoties ex caufis efficientibus effertum definire licet. In- 
primis autem opera eft adhibenda , ut per urramque viam aditus 
ad Solutionem aperiatur : fic enim non folum altera Solutio per 
alteram maxime confirmatur, fcd etiam ex utriufque confenfu 
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fummam percipimus voluptatem. Hoc modo , curvatura funis 
feu catcn-r fulpcnfx duplici via eft eruta ; altera a priori , ex 
Pollicitationibus gravitatis i altera vero per Methodum maximo- 
rum ac minimorum, quoniam funis ejufmodi cursa u-am reci- 
pere debere intelligebatur, cujus centrum gravitatis infimam ob- 
tineret locum. Similiter curvatura radiorum per medium da- 
phanum varia: denlitatis tranfeuntium , tam a priori eft determi- 
nata , quam etiam ex hoc principio , quod tempore b"evi!fimo 
ad datum locum pervenire debeant. Plurima autem alia limllia 
exempla a Viris Celeberrimis Bernoi/LLIIS, aliilquc, lunt 
prolata, quibus tam Methodus lolvcndi a priori, quam cogni- 
tio caufarum efficientium maxima accepit incrementa. Qaan- 
quam igitur, ob hxc tam multa ac praeclara fpecimina, d.ibium 
nullum relinquitur , quin in omnibus lineis curvis , quas Solutio 
Problematum phyfico- mathematicorum fuppeditat, maximi mini- 
mive cujufpiam indoles locum obtineat ; tamen fxpenumero hoc 
ipfum maximum vel minimum difficillime perfpicitur; etiamfi a 
priori Solutionem eruere licuifiet. Sic etii figura , quam lamina 
claftica incurvata induit, jam pridem eft cognita i tamen que- 
madmodum ea curva per Methodum maximorum & minimo- 
rum , hoc eft , per caulas finales, inveftigari pofTit a nemine 
adhuc eft animadverfum. Qjamobrem cum Vir Celeberrimus, 
atque in hoc fublimi naturam ferutandi genere perlpicaciffimus , 
D antei BERNOULLI mihi indicallct fe univerfam vim, quae 
in lamina claftica incurvata infit, una quadam formula quam 
•vim potent talem appellat , comple&i polle ; haneque expreffio- 
nem in curva Elaftica minimam cfle oportere ; quoniam hoc 
invento Methodus mea maximorum ac minimorum hoc Libro 
tradita mirifiie illuftratur , ejtifque ufus amplilfimus maxime evin- 
citur j hanc occalionem exoptatiiTimam prxtermitterc non pof- 
fum, qttin , hanc inlignem curva: EUfticac proprietatem aCeleb. 
BERNOULLI O obfervatam publicando , fimul Methodi mcx 
ufum clarius par exciam. Continet enim ifta proprietas in fc 
differenti' ia feutndi gradus , ita ut ei cvolvendx Methodi Pio- 
blema ifoperimeiricum foivendi ante traditae non futiiciant. 
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a. Sit AB lamina Elaftica utcunque incurvata; vocetur ar- Dt cuma. 
cus A M = / , Se radius ofculi curva: MR = R: atque , fe- 
eundum BerNOULLIUM , exprimetur vis pettntialis in la- iujticu 

mini portione A.\l contenta hac formula/-—^, fiquidenv la- ' y, t . ’ 

mina fit ubique aequaliter crafTa , lata & elaftica, atque in ftatu 
naturali in dirc&um extenfa. Hinc ifta erit curvi AM indo- 
les , ut in ea hic cxprelfio omnium minimum obtineat valorem. 
Qjonfam sero in radio ofculi R different ialia fecundi gradus 
ii lunt , ad curvam hac proprietate priditam determinandam 
quatuor opus erit conditionibus , id quod cum Quiftionis natu- 
ra apprime convenit. Cum enim per datos terminos A & B 
infiniti lamin* Eiaftici eique ejufdem longitudinis infledti que- 
ant, quiftio non erit determinata, nifi priter duo pundfa A & 

B , fimul alia duo pundta , feu quod eodem redit pofitio tan- 
gentium in pundlis extremis A & B priferibatur. Propofita 
namque lamina Elaftica , longiori quam cft diftanria pundlorum 
A & B ; ea non folum ita incurvari poteft , ut intra terminos 
A & B contineatur , fed etiam ut ejus tangentes in pundlis hif- 
ce datas teneant diredtiones. His notatis ; Quiftio de inve- 
nienda curvatura lamim Elaftici , ex hoc fonte refolvenda , ita 
debet proponi : ut , inter omnes curvus ejufdem longitudinis , qua 
non folum fer punila A dr B trunfeunt , fed et tum in his punflis U 
rtflis fofitiene datis tangantur , definiatur tu is* qua fit v.tlor hu~ 

rr . r d S 

jus eu fre fenis 1 — minimus. 

K. K. 

3. Quia folutionem ad coordinatas orthogonales accommo- 
dari convenit , fumatur redta quacunque A D pro axe , in qua 
fit abfcifta A P= x , applicata P M =7 ; ponatur, uti Metho- 
dus tradita jubet , dy =zpdx , dp = qdx 5 erit elementum 
curvi M m = d s = dx y/ f 1 + f p ). Primum ergo quia 
curvi , ex quibus quifita erui debet , ifoperimetri ftatuuntur , 
habebitur ifta cxprelfio confideranda fdx V \ ppj i qu* 
cum generali fZdx comparata hunc pribet v alorem dilferentialtm 

1 

, d* 


ne- 
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-i- d. 5 Deinde cum fit radius ofculi = ^ — 

v ( i p p ) d p 

— — R } formula / , quar minimum efle de- 

9 aA 

bet, abit in/— . Comparetur haec cum forma gcnc- 

C 1 

tali fZdx\ erit Z =■ — — , & pofito dZ = Aldx +• 

(i +/>/>) ‘ 

Ndj + Pdp +QJf, erit Ai = o, N=o , P = 

(i + «-) 

& Q— ^ 7 . Valor ergo differentialis ex hac formu- 

( i -t- pp )' 

la/ — mA ± — oriundus , erit — Quamobrcm 

pro curva quifita hic habebitur iquatio , ~ d. ^ ^ f ^ 

= 2 ^- — • qux , per dx multiplicata & integrata , dat 

+ g = P — Multiplicetur hic iquatio per 

♦'(i + pp) dx 1 

9 dx—df, ut prodeat + Cd P = Pd P — 1 d Q- 

Cum autem , ob Xf= o&A r = o, Cit dZ = P dp + Q > 
erit Pdp = dZ — Qdf, quo valorc loco P dp fubfiituro, 

emerget — **+ p p -) + c dp = dZ — QJf — f d Q-‘> <l u * 

denuo integrata dat »\J ( i +//) + &p + r = Z Q f. 

Jam cum fit Z = ^ — r;? & Qj == ~ ~ TTTi » c “ c 

(t+PP)'__ C'+PP) 

« v' ( i +pp' ) + Gp+ y = - ^—r,. Sumantur conftan- 

(i+f/O 

tes arbitrarii *, i . & y negative, critque y—(i + p? ) T ' 4 
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x V (* i ) + G/ + y ) = ^. Hinc ergo elicirur fe* 


quens aequatio 

dx = 


JjL 


( i + /p ) * V ( *■>/ ( 1 + ^p) + 6/ + y) 

Deinde ob dj — pdx, habebitur quoque 
dj _ PjP . 

(«+//’ ) 5 4 ‘'(«VC « S^+ y ) 
quas duaraequationes lumcercnt ad curvam per quadraturas conf- 
truendam. 

4. Harum formularum fic In genere fpedtatarum neutra efl: 
Integrabilis i combinari autem certo quodam modo poflunt , 
ut aggregatura integrationem admittat. Cum enim fit 
j 2 ( a y'(i + pp 1 -h G* 4 - v) d p ( g — y p ) 


v' /(i +?; j 


0+/^)' Sp + y.) 


erit 


it »V(W(i+^) + e»4-v) _ e* _ yJ + Quo- 

( *_+ pf) 4 

niam axis politio eft arbitraria , conflans i fine defcdhi ampli- 
tudinis omitti poreft. Deinde vero etiam axis ita mutari poteft 

mS,t & 7 +Zy> MciIb ’ *rr |ica “ 7c« Vir) * 

hinc etiam tuto y nihilo aequalis poni poteft , quia nihil impe- 
dit , quominus illa nova abfcilfa per x exprimatur. Hanc ob 
habebimus pro curva Elaftica i fiam aequationem 


rem 


av'0>v'(i+//)-h c /0 = £*O + p?y *> qu*. fumptis qua- 
dratis, dat * +//) + 4 Zp = G* V( 1 +//)• Sit, 

ad homogeneitatem introducendam , « z=s — de £ = 

erit n*Mp = (x«xx — maa') ^ ( t+pp'), unde V a* pp 
■=. {n n x x — x> 4 4 )* ( 1 +//)» idcoquc p = . . . 


nuxx 


.h. 

dx 


Mutatis ergo confian- 


V ( «* 4 4 ( nnxx ma a ) 1 ) 

tibus , atque abfeifiam x data conftante five augendo five mi- 
nuendo; habebitur hujnfmodi aequatio pro curva Elaftka generalis: 
Eulcri De Max. & Mm. Ii dy 



1 


1 JO 

df = 
d s = 


D E C TJ R 

( a. -ECx-t-yxvWx 


VIS 


v i’ 1 ’ — (.«-+- G* -+- y * * / ) ’ 

a a dx 


ex qua oritur 
ex quibus rquatio- 


y/(a 4 — (* + £x-f-y*x)*; 

nibus confcnfus hujus curva; inventae cum curva Elaftica jam pri- 
dem eruta maniftflo elucet. 

y. Quo autem ifle confcnfus clarius ob oculos ponatur, natu- 
ram curvae Elaftica; a priori quoque invcftigabo; quod etfi jam 
a Viro fummo J.icoko Bernoullio excellcntiffime eft fec- 
tum ; tamen , hac idonea occalione oblata , nonnulla circa indo- 
lem curvarum E afticarum , carumque varias fpecies & figuras 
adjiciam; qua- ab aliis vel prartermifla. vel leviter tantum per- 
tractata clTe video. 

tfi. 3. Sit lamina Elaliica A B in B ita muro feu pavimento firmo 
infixa , uc haec extremitas B non folum firmiter retineatur , fed 
etiam tangentis in B politio determiretur. In A autem lamina 
connexam habeat virgam rigidam AC, cui normalirer applica- 
ta (it vis C D = P , qua lamina in datum incurvarum B M A re- 
digatur. Sumatur harc reCta A C produda pro axe , ac , polita 
AC=r, fit abfcifla AP = x, applicata PM —y . Quod 
fi jam lamina in M omnem eladicitatcm fubito amitteret , ac 
perfede flexilis evaderet; a vi P utique inflederetur, inflexio- 
ne proficifcente a vis P momento = P(c-\- x). Quominus 
ergo harc inflexio a<Su fcquatur, elafticitas lamina; in M in *qui- 
librio conliftit cum vis follicitancis momento P(c -+-*). Elaf- 
ticitas autem primo ab indole materi* cx qua lamina conflat , 
& quam ubique eandem ftatuo , pendet ; tum vero fimul ab in? 
curvatione lamin* in pundo M , ita ut fit reciproce proportio- 
nalis radio ofculi in M. Sit ergo radius ofculi in M = R 

= * — ' CT '^ cntc ds=y/(dx‘ +dy’ ) & dx conflan- 
te; atque exprimat — ^ vim Elaflicam lamin* inM, qu*cum 
momento vis follicitamis Pfr-f- x) in *quilibrio confidat, ita 
utfitF(<- + x^ = E{ { dxddy ^ ^£q Uat i 0 h*c 

per 
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per i x multiplicata fit integrabitis , critque integ r alc 
P (XX +cx +/) = unde oritur 

d J — ~ V E » P l? X ( 1 > T 7 - + ! * r - v; > quar «quatio om- 


nino convenit cum ea , quam modo per Methodum maximo- 
rum ac minimorum ex principio BernoxUixno elicui. 

6. Ex comparatione hujus arquationis cum ante inventa , de- 
finiri poterit vis quae requiritur ad datam laminar curvaturam 
inducendam ; iiquidem curvatura contineatur in arquatione ge- 
nerali inventa. Teneat fcilicct lamina claflica figuram AMB, 
cujus natura exprimatur hac arquatione 

^ . (_<* 4 -Gx-t-yxx)Jx 

7 •/ — (*-rC x + yxx)*) 


-i exprimat vero Ekk 


hujus laminx c'aftici:arcin abfolutam , ita fcilicct , ut E t k , in 
quovis loro, per tadium ofculi divifa prarbeat vim elafticam 
veram. Ad comparationem inftituendam multiplicetur nume- 
rator & denominator per — A A , ut habeatur 


dj = 


( e t 4- C * 4~ y X x) : a a 

VCE** 4 — ^4- O + e* 4 -yxxyi 


Nunc ergo 


erit 


it —{p— -AiZ; _ Pc = LU? ; _ P /— iik» ; 

aa aa J aa 

ideoque vis CD follicitans = — TAAAy j intervallum AC 

<t a 

= f= & conflans / = — . 

2 y J Z y 

7 . Ut igitur lamina elaftica A B altero termino B muro in- 
fixa incurvetur in figuram AMB , cujus natura exprimitur hac 


i„„c ^ = 7^7^ 


x) ll J 


i — i necefTe eft ut 

... _ >x 4 -yxx;*)’ 

hic lamina foilicitctur in diredtione C D normali ad axem AP, 
fumpta diflantia AC = , a vi C D = -- 2 HAr qua: 

vis fcilicct in plagam contrariam , ac figura indicat , dirigetur , 

lia fi 
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fi y fuerit quantitas pofitiva. 
vis follicitantis , exprcflio — ^ 


Qiiia iqui valet momento 

A. 

homogenex erit ponderi feu vi 


puri ; qui vis propterea ^ cognofcctur ex elaflicitare lamim. 

Sit hac vis = F ,• atque erit vis fledtens C D ad hanc vim F 
irt — 2 y ad i ; erit enim y numerus purus. 

8. Hinc porro definiri poreft vis ad lamim portionem B M 
in ftatu fuo confervandam requifita , fi portio A M prorfus ref- 
cindatur. Refcifla hac portione A M , definat lamina Elaftica 
in virgam rigidam MT omnis flexionis expertem, qui aurem 
cum lamina ita fit connexa , ut perpetuo rangentem in punito 
M referat, utcunque lamina inclinetur. Hoc pofito, ex ante- 
cedentibus manifeftum cft , ad confervationem curvaturi B M 
requiri ut virga M T in punAo N ttahatur in direAionc N D 

vi qui fit = ^ » direAio autem N D erit normalis 


Diitantia 


ad axem A P , atque intervallum A C erit = — 

2y 

itaque MN fiet = ^ CP = — . ~ 

t d * 2 y 2 ydx 

Quod fi hic 


c ° i * y/ { u* ( « + £ X + yxx )* y 


VIS 


ND = * a a rc ‘ r °lvatur in normalem NQ_ ad tan- 

gentem MT , & tangentialem NT, erit ris normalis NQ.= 
'~ 1 E kiy. fL? , & vis tangentialis NT= 2 £ -4A y iz 

a a ds <=> a a it’ 

9- Sin autem pars B M refeindatur , reliila parte AM, qu* 
direiiione C D follicitatur ut ante vi = ~ 2 • ac j 

a a 9 • 


in 


curvaturam AM confervandam extremitas M, qui connexa 
intclligatur cum virga rigida tangente M I\( , Pollicitari debebit 

in punito N a vi pariter f c d in direitione con- 


traria 
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traria ei, quam cafu prxcedente invenimus. Perpetuo enim vi- 
res utriquc extremitati lamina: incurvator apRcanda’ fe mutuo 
delituere, atque adeo xqualcs & direftiones oppofiras habere 
debent. Alioquin enim tota lamina moveretur,' ad quem mo- 
tum compcfcendum opus foret vi aequilibrium inter vires folli- 
citantes producente. Hinc ergo vires cuicunque portioni lami- 
nx refeCix applicandx facillime definiri poliunt , qux jam in- 
d u fiam curvaturam confervent. 

ro. Sit AM lamina Elafiica incurvata, qua? in A & M an- 
nexas habeat virgas rigidas AD, MN, quibus in directionibus 
diredie oppofitis D E , N R applicarx fint vires xquales D E , 
NR, qua? in xquilibrio confilhrntes laminx curvaturam AM 
inducant , pro qua xquationem quand oporteat. Primum ergo , 
pro axe fumatur refta A P per punflum A tranfiens , atque ad 
direftionem vis follicirantis ER normalis. Ponatur Elafticitns 
laminx abfoluta = Ekk : fitque anguli C AD, quem tangens 
AD in A cum axe conllituit, & qui eft datus, finus = m , 
cofinus = n , exiftente finu toto = x , ita ut fit m m 4- » n 
= r . Vocetur porro diliantia A C = * , & vis fleflens DE 
= NR =P> ac, politis abfeifla AP=x, applicata PM 
= j, natura curvx hac exprimetur xquationc 
j — P<lx(ixx-|-r*+/) 

3 vTE’ ** '• — P 1 c + a -+- fy ) 

vero direftio tangentis in A datur , polito x = o , fieri debet 
"8« obtinebitur = 

tn — P f • 

77-7— > , & m = — — — . Determinatur ergo hinc conf- 

v( 1 — mmy b 

tans/, ita ut fir/'= , ;j CO q UC hinc tota curva de- 

terminatur. 

n. Ad curvaturam ergo fuperiori xquatione exprclfam la- 
minx A M inducendam , tangenti A D in punCto D , ita ut 

fir A D = — j applicatam dfe oportet vim D E = P ; cujus 
s 1 i 3 dircc- 


Quoniam 


«i- 4- 1 


Ftt- s. 
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dirc&io fit paranda applicaris P M. Refolvatur hxc vis DE In 
duas larcralcs Dd, Df, inter Te normales; erit vis = 

& vis D t = P m. Quo jam confideratio redtae A D ex com- 
puto expellatur, loco vis D d , in datis pundiis A & B,fumpro 
intervallo AB — duae vires fubftitui poliunt, A a — p; 
Bb=f ; normales pariter ad virgam AB , Tumendo ph = 

P h. B D = h P ( — h ) , & (j = p n P. Quia dein- 

ceps perinde efl: , in quonam virgae A D pundlo applicetur vis 
«angentialis Df-=wP, applicetur ea in ipfo pundto A ponen- 
do A F = » P. Sit autem haec vis AF = r, ita ut lamina 
MA a tribus viribus Aa=^, Bb = tj , & AF=r follicite- 
tur , a quibus , qualis incurvatio oriatur , inveftigemus. 

12 . Primo ergo, cum fit mP = r, erit P= qui va- 


lor fubftitutus in prioribus aequationibus dabit ph — ~ — 

W n , w r t • n a *■ 1 ■' tj 

— , Oi q — p 4- — . H:nc erit— - = ; ex qua aequatio- 

ne primum pofitio axis A P innotefeit ; erit nempe tangens anguli 

Deinde ex aequatione — 11 — Aa+ A p -, fit 

m m tn 7 * 

m h a r /i n 

' ~ ~r > kue =W+( q ZIJ)>-y atqueP = v/(rr + 

( ? — J') 1 ')- Cum autem fit /= ~ f AA — _T~ £H r 1 

t rr+(q— P y 

Ciit i xx +cx+f=± xx + ht l* F.kkr 

./ri* X l/i - - *> * 


, r (i p/ >'<+.</ — p/ ’ 

unde pro curva quaefita ifta obtinebitur aequatio 

= 'i* ( y> >r E ^—p, •) H* — ±x**/(rr+(f~p)') 

, - i ut-rny) 

Hxc_ autem a-quatio maxime clt accommodata ad modum ma- 
xime 
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xime confuctum laminas incurvandi , dum esc vel forcipe vel 
duobus digitis apprehenduntur ; quorum alter laminam in direc- 
tione Aa, alter in dirc< 5 Hore Bb urget, priter quas vires la- 
mina infuper in dtrediore AF protrahi poteft. 

13. Si vis tangentialis A F = r evanefeat; incidet itis AP 
in ipfam tangentem A F , produ&am , eritque tum 

d 1 = — dx(I>gx + i (4 — p)xx) 

— />)**)*)’ 

Sin autem vires normales p &c g fiant inter fc aequales ; erit axis - 
AP normalis ad tangentem AF, ob n =o; & pro curva 
orietur hxcxquatio 

j __ d x ( E i i — h g x i rxx ) 

\ Ut (hqx-\-! l rxx') {kq x { ntx) 1 )' 

Hic fi prorterca fuerit r = o , ita ut lamina in pumftis A & B 
urgeatur a viribus aequalibus A a , B b , contrariis tantum , natura 

curvae exprimetur hac aequatione dy= , 

quae integrata dat y = y/ UMlIIlJlUUi . quae cft pro Cit- 
atio, lamina ergo hoc cafu in arcum Circuli incurvatur, cujus ra- 
dius erit = 

09 % 

14. Cum igitur videamus non folum Circulum in curvarum 
Elaflicarum clafTc contineri, fcd etiam in iplis infinitam varieta- ttocu ™ a -. 
tem locum habere; operae pretium erit hic enumerationem om- tkanan. 
nium variarum fpccierum in hoc curvarum genere contentarum 
inflituerc. Hoc enim modo non folum indoles harum curva- 
rum penitius pcrfpicietur ; fcd' etiam , cafu quocunque oblato , 

ex fola figura dijudicare licebit, ad quamnam fpccicm curva 
formata referri debeat. Eodem aurem modo hic fpccierum di- 
yerfitatem conftituemus , quo vulgo linearum algcbraicarum fpc^ 
cies, in dato ordine contenta: enumerari folenr. 

* 1 5 * vEquatio generalis pro curvis Elafticis .... 

Jlj ( a + g * -4- y V V ) i x 




initio abfdffarum in axe 

Pe?' 
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per intervallum promoto, & pro — feribendo * a , Gea po- 
nendo y = i , accipiet hanc formam fimpliciorem : 
dj = — * x ^ f - x — j-r . Quia vero eft a* — (<*-+- xx)* 

= (-m — <* — xx ) (xx+a + xx); ponatur xx — « =ff , U* 
fit «=xx — ce, atque aquatio tranlibit in hanc formam 

*j= -j(cc—xx) r24*— tt +7iy Q- ua xc i U3t,onc «p»* 

fjj.S. matur natura curva» AMC, polita abfrifta AP=x, & appli- 
cata PM =J- Cum ergo fit £ — o , diredio vis laminam E!af- 
ticam incurvans erit ad axem A P in iplo pundo A normalis , 
idcoque AD reprarfentabit diredionem vis follicitantis , quat vis 

ipla erit = exprimente Ett elafiicitatcm abfolutam. 

„ r . _ . Jy a a cc 

1 6- Si ponatur x= o , ent — = -y~, quacex- 

1 dx cv(2x<i cc ) ‘ 

preffio prxbct tangentem anguli quem curva A M in A cum 
axe A P conftituit ; cujlis anguli finus erit = a --^TLL e , Qua- 

A A 

re fi fuerit 44 = 00, lamina in pundo A erit normalis ad axem 
AP, nullamque habebit curvaturam, propterea quod vis incur- 
vans evanefeit. Cafu ergo quo 4 = g© , prodit lamina fi- 
gura naturalis , hoc eft linea reda : qua ergo primam fpecicm 
Uncarum Elafticarum conftituit , quam reprafentabit reda A R 
utrimque in infinitum produda. 

17. Antequam reliquas fpecics enumeremus , conveniet in ge- 
nere circa figuram Elaftic* quafdam obfervationes inftituerc. ln- 
relligitur autem angulus PAM, quem curva in A cum axe AP 
conftituit, dccrefccre, quo minor evadat quantita* 44, hoc eft 

quo magis vis incurvans ~~ intendatur. Atque fi evadat a 4 

= ce , tum axis A P ipfc curvam in A tanget. Quod fi au- 
tem fuerit 4 a <,ec, tum curva A M, qua- adhuc deorlum excur- 
rebat, nunc furfum verget, quoad fiat 4* quo cafo 

Wgcos 
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tangens curvat In redam Ab incidet. At fi fiat dd<Lcc . tum 
angulus PAM prorfus fiet imaginarius, ideoque in A nulla 
exiftet curva: portio , qui diverfi cafus (pederum varietatem 
conftiruent. 

18. Ex tcquatione porro intelligitur, quia formam fuam non 
mutat , fi coordinata? x & j ambae negativae ftatuantur , curvam 
circa A ramos habere fimiles & aequales A M C & A m c al- 
ternarim difpofitos ; ita ut in A fit pundum flexus contrarii; un- 
de cognita curvae portione A MC, fimul ejus continuatio Amc 
ultra A cognofcetur , quippe quae illi eft fimilis & aequalis. Sic 
fumpta Ap = AP, erit quoque pm = PM. Recedendo 
autem ab A , curva utrimque magis ab axe reclinatur , donec 
fumpta abfeifla = A E — c , applicata E C curvam tangat ; nam- 
que pofito x = c y fit ^ = oo . Pcrfpicuum autem eft abfcif- 
fam x ultra AE = r excrcfcerc non polfc j alioquin enim 
fieret imaginarium ; hinc ergo tota curva continebitur in- 


ter applicatas extremas EC & ec, ultra quos cancellos egredi 
non queat. Jam ergo generatim cognitos habemus binos cur- 
vae ramos A C & A c utrimque ab A ufque ad cancellos pro- 
tenfos. 

ip. Videamus ergo quonam curfu curva ultra C & c pro- 
grediatur. Hunc in finem fumamus redam C D ipfi A E paral- 
lelam pro axe, ac ponamus has novas coordinatas C Q^=t, 
Q.M = u ; eritque t x = A E = C D = c ; & j 4- o x 
= C E = A D = b ; unde fit x — t — t & j = k — u , 
feu dj = — du. His valoribus fubftitutis , orietur aequatio 
pro curva inter coordinatas CQ_=/ & Q_M = *, quae erit 

d m = ——7- tyttt — r-r*; — v* Hic primum patet. 

Vl(2< t){2ua- 2cl-\-tt) r ‘ 

fi fumatur t infinite parvum , fore du 


2d\' Ct 


, ideoque * = 


d ~ i quae «quatio indicat curvam ultra C fimili modo ver- 


Euleri De M*x. & Mut, 


K k 


fus 
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fus N progredi incipere , quo ex C ad M extenditur. Am- 
biguitas autem figni V in denominatore aequationis luculenter 
declarat, applicatam u trque negative accipi pofle atque affirma- 
tive : unde manifeftum eft, rectam CD cflTc curvat diametrum, 
atque adeo arcum CNBlimilem & xqualcm fore arcui CMA. 

io. Simili autem modo re£ta cd, ex altera parte axi A E 
per c parallela ducta , erit curvat diameter ; propterea quod ra- 
mus Acb limilts & aequalis eft ramo AC 13. In punctis ergo 
B & b , erunt qnoque punita flexus contrarii omnino uti in A ; 
unde curva fimiliter ulrcrius progredietur. Habebit ergo cur- 
va infinitas diametros CD , cd, &c. intervallo eodem Dd a 
fe invicem diftantcs ac parallelas inter fc ; haneque ob rem cur- 
va conflabit ex infinitis partibus inter fc fimilibus & aqualibus ; 
atque ideo tota curva cognofcetur, fi unica tantum portio AMC 
fuerit perfpcita. 

z i . Quia in A eft pundtum flexus contrarii , ibidem erit ra- 
dius ofculi infinite magnus ; id quod ex ipfa curvae natura pa- 
tet. Cum enim curva in A follicitetur a vi = ; n dircc- 

a a 

tionc A D i erit in quovis loco M , fi radius ofculi ibi ponatur 
= R, ex natura clafticitatis — unde fit R 

a a 

-A^-. In pun<fto ergo A radius ofculi eft infinitus ; at vero in 


pun&is C » c , ob A E = Ae = f, erit radius ofculi = ~ ; 

in -his fcilicct locis maxime a rc<fta B A b remotis curvatura eft 
maxima. 


zz. Etfi autem pro punfto C conftat abfci/Ta A E = 
tamen diftantia E C nifi per integrationem aquationis 

dy ■= — ■ — x * ^ 4 . ? definiri non poteft, 

+ . I r r v V ) / 9 .! J — ■ r r. -4— V r I * 


Si 


yj ( cc xx ) ( 2 a 4 — cc + xx j 

enim poft integrationem ponatur * = <■; valor ipfius y dabit 
diftantiam CE, qua bis fumpta prabebit diftantiam AB, feu 
intervallum Dd, inter diametros interjacens. Simili modo 

intj- 


«? 
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integratione opus erit ad lamina; incurvata* A C> longitudinem 
determinandam. Cum enim pofito arcu A M — j > fit 

, -hujus intcgralc , pofito 


ira d x 


** <j\cc xx ) ( 2at *c+xx) 

x = e , dabit longitudinem curva; A C. 

23. Cum autem iftx formula: integrationem non admittant,' 
per approximationem valores intervalli A D & arcus c urva: 
AC commode exprimere nitamur. Ponamus in hunc finem 

^^cc — xx) = zi eritque P M v ( %aa Z^{) * 

& AM = f= /*- v Eft vero per feriem — 1 -• = 

K * J z <{2oa zz) r v (.2*1 — 2Z) 

T I . za I l-3w I _L. Hjr ^ . 

= + + ' &c - > • 

unde fiet 

' = T + 7 T + + c,) 

^=7-/^(T +7*-?+ 7j x 7 + 4.8.ii x -» +acc > 

24. ° Quia autem hxc intcgralia tantum pro cafu x ==f de- 
(idetamus ; quo cafu fit ~ = o , ea commode ope peripherix 
Circuli exprimi poterunt. Pofita enim ratione diametri ad pe- 


ripheriam = I : erit/ f = / v ( ' £ e 1 _ ; x ) T J P ° fit<> 

poft integrationem x=c. Pari modo autem fequentia intcgra- 
lia ita determinabuntur , ut fit 



/iVx = 

f*?d*=a 


2.4 2 

LUx — 

2. 4. 6 a 


»• 3 - 

2. 4.6. 6 2 

&C. 


Kk i 


Hif 


O 


AD= 


Specie» 

prima. 


2 ffo .decuriis 

His ergo integralibus in fubfidium vocatis p erit : 

AC= ^(i + lixii- +LL±± X ^ + &c.) 

O rt . , • <1 o i 4 ii 1 ' 


2 V 2 

AC - AD = 


2.2 2aa 
cc . 13. 


2. 2. 4. 4 4.’ 

U-M, 


+ &c.> 


( h— ‘ — x 

2 ^2 V 2.i a 2-4 ij.4 4 2.4-4.6 8 u* 

Ex his ergo reperiuntur AD & A C ut fequitur : 

AC = C ■ + a- " if. + ;-T : " i- x i- + 




__ X -i x 

2^2^~ 2* I 2.14 2*-4* 3 4a 4 2*.4*,6 


4-4 2-4 

1 3 *t* 7 


,x i g ? - ^ 1 


Si itaque detur A E = t , & AD = i, ex his aequationibus 
& recta conflans 4 & longitudo curvx A C definietur. Vicif- 
fim autem ex data longitudine curvx A C , & rcCla 4 , per 
quamvis infleftens determinatur, reperiri poterunt re&* AD 
& CD. 

2 j. Quoniam igitur fpcciem primam conflituimus, fi in aqua- 
tione generali dy = — C-»*— - “ + fuerit 

° J V l tc X*;(244 CC 4* XX) 

- • 

f = o, fcu — = 00 , quo cafu linea refultat reprxfentans fla- 
tum laminz Elaflicx naturalem ; ad eandem fpecicm primam re- 
feramus quoque eos cafus, quibus c cft quantitas quamminima, 
ita ut pra? 4 pro evancfccnte haberi queat. Quia ergo x ip- 
fam c luperare nequit j etiam x prx 4 cvancfcct , idcoquc ifta 

prodibit «quatio dy = ~j > cujus intcgrale cft 

y — Afin. qua? cft «quatio pro curva Trochoidc in 


infinitum clongata. Fiet autem AD = *^,a < i ua cur * 

vae longitudo infinite parum tantum difi^epat , propterea quod 
angulus DAM eft infinite parvus. Sit longitudo laminz ACB 

— if, cjufque clafticitas abfoluta = Ei k; ob f— * * , 

erit vis ad har.c curvaturam infinite parvam laminz inducendam 

requi- 


e 


Digitized by Google 


-6i 


J L A S T J C 1 S. 


requlfita finitae magnitudinis & quidem = ^A x EZ. Scilicet fi 
extremitates A & B colligentur filo A B , hoc filum contrahi 

debebit vi = . 

jj 4 

a 6. Secundam fpeciem conftituat cafus , quo r > o , attamen 
c <4 i fcilicet (i c contineatur intra limites o & a. His enim cu ' 1 ' Ml 
cafibus angulus DAM redo erit minor j cft namque anguli 

PAM finus, fcu anguli DAM cofinus = '* ■ '* c - c . Hoc er- 
go cafu , forma lineae curvae talis fere erit qualem Figura 6 , 
reprarfentat. Quia igitur cft e •< a erit < [ ; cum vero fit 

--- > o , erit utique A C =/ > *- f- linde a a <; — ■ 

1 a a ' 2 y 2 ttit 

quare vis, qua extremitates laminae A & B ope fili AB ad fc 
invicem attrahuntur, major erit quam cafu praecedente , nem- 




> 77 T 

7. In 1 


27. in tertia fperie unicum complebor cafum, quo c=a , 
quia hoc cafu axis A P curvam in pundfo A tangit : haecque 
Ipecies lingulare nomen curva; Elafticat rcdangular obtinuit. Erit 


lati*. 


ergo dy = 


exdx 


Sc ds 


1 <1 dx 


v c -» 4 — x 4 ; 5 ~ ~~ vo 4 — * 4 ;’ 

tur cafu A D & A C ita fe habebunt ut fit : 


i hoc igi- 


AC =/=^ a f> + j. 

AD=(= li(._ '-Ix J-- i/* i- - X i - 
2 y / 2 K 2 * 1.2 2 *. 4 * 3 4 2 -4 .6 f -8 


Quanquam autem hinc, neque b , neque /per a accurate aflfi- 
gnari poteft j tamen alibi infignem relationem inter has quanti- 
tates locum habere demonftravi. Scilicet oftendi c/fc 
feu re&angulum ex AD & AC formatum erit arquale arear 
Circuli cujus diameter cft — A E. Reperictur autem, calculum 

fubduccndo, proxime/ = , ita ut lit/» = - hinc vis 

* o 2 S* 

K k 3 qua- 
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qua lamina; extremitates A , B ad fc invicem contrahi debent; 

erit = Propius vero rcperitur/= t, 1803205, 

hineque i = ^ x x > 180320 6 i unde in numeris puris 

erit = 1,311005. & — = 0,834612. 

a a 

a 8- Si r>x, orietur fpecies quarta , eoufque parens, quoad 
fiat AD =4 = o; qui alter limes ipfius t definietur per hanc 
aequationem : 

I* r ^ ce . l l B*^r v c4 , *-3*il* v r v — -\-Hrr 
1 = ^ X T* + £»4* X ’ X 4^ + 2 5 4*.« iX ' X 8-‘ +& 
'In hac ergo fpecic cum litrX; curva in A fupra axem A E 
afeendet , angulumque conftituct PAM, cujus finus erit =» 

; mox autem videbimus hunc angulum PAM mino- 


C C 


■ a & 


« « • • 
rem efie quam 40*, 41'» quoniam fi hunc valorem acquirit , 

intervallum A D evanefeit , quem cafum ad fpeciem quintam 

refero. Hinc in fpccie quarta continentur cafus quibus — 

inter hos Iimircs i& i, 5 si 858 comprehenditur. Harum au- 
tem curvarum forma ex figura intclligitur ; dummodo notetur, 

quo propius ad pofleriorem limitem t, 5 jr 858 acceflerit , 

eo minus efie luturum intervallum A D , eoque propius lami- 
nae terminos A & B ad fc invicem adduci. Fieri ergo poteft 
ut laminx gibbofitates m Sc R. , item M & r, fc mutuo non fo- 
lum tangant, fed etiam interfeccnt, atque hujufrr.odi interfe^io- 
nes in infinitum multiplicabuntur, donec omnes diametri DC, 
d c coinridant , atque cum axe A E confundantur. 

29. Hoc fi evenerit, orietur fpecies quinta, cujus narurahac 
exprimetur arquatione inter coordinatas AP = x & P M=jr; 

, ( cc — aa — -xx ) dx 

y vc cc — xx)(2, 


exiftente hac inter 


TX -- cc+xx)’ 

a & c relatione, ut fit intervallum AD = It =0. Ponatur 

c t 

244 
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cc 

2 uj 


v, 


atque v ex hac aequatione infinita definiri debet 


+ l - 2 -hl 

2.2 2 . 2 . 4 4 




1. I. 3 U.-7 

2 . 2. 4 4 6.6 


v ' + &C. 


Quaerantur primum per methodos cuique folitas, vel /altem ten- 
tando , limites inter quos verus valor ipfius v contineatur , ac* 
que hujufraodi limites reperientur v = o, 824 = 0,828. 

Qiiod fi jam uterque fubftituatur in arquatione ex erroribus bi- 
nis oriundis, concludetur tandem fore v — o , 825934 = 

~ ; unde fit — = 1, 651868 & — 7 = o*<>5 1868 i qux 

expreflio cum fit finus anguli PAM , ex Tabulis reperietur 
hic angulus = 40°, 41'j ideoque hujus duplum , feu angulus 
MAN, erit — 8 1 0 > 82'- Quare fi laminae elafticae extremita- 
tes eoufque ad fc invicem adducantur , ut fc contingant ; tum 
curvam AMCNA formabunt, & ambx extremitates in A an- 
gulum conftituent =8i° , **'• 

30. Si ambae extremitates lamina: A & B, poftquam ad fe 

invicem fuerint addu&ae , aufta vi in plagas contrarias a fc in- 
vicem diducantur ; orietur curva hujus forma: AMCNB, qua: 
fpccicm fextam conftituat. In curvis ergo ad hanc fpecicm per- 
tinentibus, erit ~ >0, 8259345 ita tamen ut fit ^ 1. 

Quod fi enim fit cc= 2 au orietur fpecies feptima mox ex- 
plicanda. E it ergo in his curvis angulus P A M , quem curva 
in A cum axe conftituit major quam 40°, 41', minor tamen 

rc&o: cum enim ejus finus fit = — — ,obcc <qa*4, fi- 

. ® 4 “ 

nus ille ncccflario cft minor finu toto i neque ergo angulus P AM 
rc&us fieri poteft, niu ponatur cc = 2 a*. 

31. Sit jam c c= 2 a* , quo cafu fpecies feptima conftitui- 

tur, atque natura curva? exprimetur hac aequatione 

, ( a<t — xx) dx ... . . 

<7 = i « qua colligitur, curva: ramos A 

& B infinitum extendi ita , ut refla A B fiat curvae afymrora. 
Fiet ergo uterque ramus AMC &: B.NC infinitus, id quod ex 

feric 


Speciet : 
ftxra. 

t ‘S- 9- 
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fcric fupra pro arcu AC inventa intclligitur ; erit enim 


!*• 3* + 1' 


3M1_ 


+ &C. ) , CU- 


^ 2^2 ^ 1 I 7 2*^4* ^ 2*. 4*. tf\ 

jus feriei fumma cft infinita. Quod fi igitur laroinar longitudo 
A C fuerit finita =/, neceflc eft ut fit a = o, hineque etiam 
C D = c — o ; lamina ergo . poftquam in nodum fuerit in- 
curvata, hoc cafu iterum in direftum extendetur, ad quam ex- 
tcnlioncm opus erit vi infinita. Sin autem lamina fuerit infinite 
longa , curvam fbr.inabit nodatam ad afymtotam A B conver- 
gentem, exirtenre CD=r. .Aquatio autem pro hac curva 
ope logarithmorum integrari poteft, obtinebitur enim 

y = \'(cc xx) l - — , 

' ~ 2 * 

fumptis abfciflis .v in ipfa diametro DC; ita ut fit D Q== x , & 

QM =7 ; evanefeit enim applicata 7, polito x= C D = c. In 

nodo autem O applicata y pariter evanefeit: ad quem locum 

. . , 2 >J{cc — xx) .c+vTcc — xx) c •. 

invemcndum ; ponatur = * — — — . Sit 

0 angulus cujus cofinus = * & finus = erit 

2 fin. d — l rang. (43° + i d) > qui logarithmus ex hyperbo- 
licorum genere fumi debet ; cujufmodi Canon fi deficiat , fuma- 
tur ex Canone vulgari logarithmus tangentis anguli 45*-f-id, 
a cnjuj charadteriftica denarius auferatur, fitque refiduum = «; 
quo fado erit ifin. d = u. 2, 3023830$ : fumendis ergo ite- 
rum logarichmis vulgaribus , erit /2 ■+■ / fin. d = / * 
o, 3622136886, feu /fin. 0 = lu + 0,061 1836930. Hoc 
artificio tentando, mox vero proximus valor anguli delicietur; 
unde porro per regulam falfi verus valor anguli d , ex eoque 
abfciila * = DO definietur. Rcpcritur autem hoc modo an- 

gulus d = 73" , 14'» Ii", unde prodit — = o, 2884191 , & 

c — 0,9373042; angulus vero QOM fit = 2d 

36 0 , 28'. 24", ideoque angulus MON= 112*, 
Cum igitur fpecic quinta angulus nodi c.Tet 8i°, 22', 

in 


— 90 = 
5 6 ' > 48 


Digitized by Google 


ELASTICIS. 


i 6 f 


Q in fpccic fexta angulus nodi MON continebitur inter limites 
8i* , ai' & m°, jrS 7 , 48*. In fpecie quarta autem fiquidcm 
detur nodus, erit ejus angulus minor quam 8i°, 22'. 

32. Sit jam cc > z aa , puta cc = 2 aa + gg ; erit atqua- 

tio pro curva , ob * a = c — — — ^ 


dy = 


( ** T tC dx 


vc c( — **)(** — ggy 


qua arquatione fpecies oc- 


tava continetur , eritque , fi reda d D d rcprxfcntet diredionem 
vis follickanris , x = D Q_ & y = Q_M. Primum ergo patet 
applicatam j realem efie non pofle , nifi fit x >£ , tum vero x 
non poteft excedere redam D C = c , unde fumpta D F = g , 
tota curva continebitur inter redas ipfi d d parallelas per punc- 
ta C & F dudas , qux curvam fimul tangent. Perinde autem 
cft utra redarum c & g fit major , dummodo fuerint inxqualcss 
xquatio enim non variatur fi redar c & g inter fc permutentur. 
Deinde vero hxc curva quoque habebit infinitas diametros in- 
ter fe parallelas D C , d c , d c , & qua: per fingula punda G & 
H ducuntur reda - pariter ad d D d normales ; nufquam autem 
per totam curvam dabitur pundura flexus contrarii , idcoquc 
continua curvatura utrimque in infinitum progreditur , uti figura 
indicat; anguli autem qui in nodis conftituuntur MON majo- 
res erunt quam 112 0 , 5^, 41''. 

33. Cum in hac fpccie non folum contineantur cafus quibus 
gg <«j fed etiam quibus gg > cc, unicus adhuc fupereft ca- 
fus quo c =g , quo quidem tota curva in fpatium evanefeens , 
ob CF = o, redigitur. Quod fi autem utramque c & g {la- 
tuamus infinitam , ita tamen ut earum differentia fiat finita , cur- 
va finitum fpatium occupabit. Ad eam ergo inveniendam, po- 
natur g = c — 2 h, Sc x = c — h — t , atque ob c = 00 , 
quantitates h & / vero finita:, exh Lee Lgg=-cc — 2 ch\ 
Si xx — | cc — Lgg =: — 2 cf, tum vero cc — xx = 
2r(A+r), Sc x x — gg= 2 c ( h — f); ex quibus fcquens 

prodibit arquatio , dy ~ t . ) 5 P r0 hirculo. Lamina 
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elaftica ergo hoc cafu in Circulum incurvatur, uti fupra jam 
annotavimus ; Circulus ergo fpccicm nonam atque ultimam conf- 
tituct. 

34. His enumeratis fpeciebus , facile erit pro quovis cafu obla- 
to affignare , ad quamnam fpccicm curva formata pertineat. Sit 

Fi i- “• lamina elaftica in G muro infixa , termino vero A appendatur 
pondus P , quo lamina in figuram GA incurvetur. Ducatur 
tangens A T , atque ex angulo T A P totum judicium erit pe- 
tendum. Si enim hic angulus fuerit acutus , referetur curva ad 
fpccicm fecundam ; fin fit redus ad tertiam , eritque elaftica rec- 
tangula. Quod fi angulus T A P fuerit obtufus , minor tamen 
quam 130*, 41', curva ad fpeciem quartam pertinebit; ad quintam 
autem fi angulus TAP(it = 130% 41'; fin autem angulusTAP 
major foerit , curva fub fpecic fexta continebitur. Ad feptimam 
vero pertineret , fi ifte angulus fieret duobus redis aequalis ; quod 
autem nunquam fieri poteft. Hxc igitur fpccies cum duabus fc- 
quentibus produci nequit laminae immediate pondus appendendo. 

*'A b 3J* Ut igitur pateat quomodo reliquae fpccies laminam 
incurvando produci queant, lamina* in B fixae , non immediate, 
fcd virgae rigidx A C cum lamina: termino A firmiflime conne- 
xae in C appendatur pondus P , quod trahat in diredione CD. 
Sit intervallum AC = i, elafticitas laminae abfoluta =Eti f, 
& anguli M A P quem lamina in A cum horizontali conftiruit, 
finus = m. His pofitis, fi ponatur abfeifla AP = / & appli- 
cata PM =ji reperictur pro curva ifta aquatio 

, dt(r»Etk — Pht — sP//) 

y ~ W&1' — ( mEkk — Pht—' T Ptt )* ) ‘ 

Ponatur jam CP = x=A -f- /, quo zquatio ad formam qua 
io divifione Ipecierum ufi fumus , reducatur ; erit 

, dx {mEk k + 4 P hJ> tPxx') 

^ V (, t* t *- — (mEU -+• ' % P hh — i Pxx y ) 

quae comparata cum forma- 

, J x( aa c c + xx ) 

' V(<c XX )&2 a a — C C -p xx) 

feu 




o 


Digitized by Googl 


ELASriCJS. 267 

f c0 A= /*(?' - dabit lPa 4 =zE*t,fcu 

lcu / (aa CC + *x)*) 

a A — 2 -^i & ; Pcc — i Pdd — mEkk± L Phh; ergo 

ce — llL± «2IM.+ hh. 

36. Curva ergo ad fpecicm fecundam pertinebit, fi fuerit 

V? jjAi+ 4 /, c o, fcu P < '• nifi cr g° an g ulus 

PAM (it negativus , vis P negativa cfle atque virga in C fur- 
fum trahi debet. Ad fpeciem tertiam curvatura pertinebit , fi 

_ 2 wfl i , Quarta autem fpecies prodibit fi fuerit 
* Wj » 

imEkk +- P hh^ o , fimul vero imEkk + P hk<* 2 aEkk , 

r _ 2 (te m)El^k 

«xifiente * = 0,651868- Sin autem fit P — ^ £ » 

tum curva ad fpecicm quintam pertineb : r. Quod fi vero fuerit 
P h h > 2 (« — m. Ekk, (imul vero P h h < 2(1 — m ) 
curva ad fpeciem fextam cft referenda. Septimaque fpecics pro- 
veniet, fi Phb ~ a ( 1 — w) E kk. O&ava autem fpecies ob- 
tinebitur, (i Pkb > i( 1 — m)Ekk ; quare fi angulus PAM 
fuerit reftus . ob t — m — o, curva femper ad fpeciem o<fta- 
vam pertinebit. Species denique nona orietur , fi fuerit h=ooi 
uti jam fupra annotavi. 

37- Qtiar ante de fpccie prima funt annotata in fer vire poffunt 
viribus columnarum dijudicandis. Sit enim AB columna fuper columna. 
bali A veiticaliter pofita, geOans pondus P. Qiod fi jam co- rum. 
lumna ita fit confiituta ut prolabi nequeat ; ab onere P, fi fiic- l ' s ' I} ' 
tit nimis magnum , nil aliud erit metuendum , nifi columnx in- 
curvatio 1 hoc ergo cafii columna fpe&ari poterit tanquam daf- 
ticitate prxdita. Sit igitur clafticitas abfoluta columnx = Ekk: 
ejufijue altitudo AB = if—*, atque fupra §• 25 vidimus, 
vim requifiram ad hanc columnam vel minimum inclinandam efTc 

= V - . Ekk. Nifi ergo onus gcftandura P majus 

4 // ** « . 

L1 * fit 
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fit quam nulla prorfus incurvatio erit metuenda ; con- 

tra vero fi pondus P luerit majus, columna incurvationi rcfifte- 
rc non poterit. Manente autem clafticitate columnae, atque adeo 
ejus craflitie eadem ; pondus P , quod fine periculo gcftarc valet , 
erit reciproce ut quadratum altitudinis columnae : columnaque 
duplo altior quartam tantum oneris partem geftare poterit. Haec 
igitur praecipue in ufum vocari poliunt circa columnas ligneas , 
quippe quae incurvationi funt obnoxiae. 

38. Quo autem vis atque incurvatio cujufque laminae clafti- 
cae a priori determinari queat ; necefle eft ut elafticitas abfolu- 
ta , quam hactenus per Etk cxprdfimus, fit cognita i id quod 
unico experimento commode praeftabitur. Infigatur lamina elas- 
tica uniformis F H , cujus elafticitatem ablolutain inveftigari 
oportet , altero termino F parieti firmo G K ; ita ut litum te- 
neat horizontalem F H i hic enim gravitatem naturalem neglige- 
rc liceat. Alteri termino H appendarur pondus pro arbitrio 
fumptumP, quo lamina inflatum AF incurvetur. Sit longi- 
tudo laminae A F = H F =/, reda horizontalis A G —g , & 
verticalis GF — qui valores omnes per experimentum erunt 
cogniti. Comparetur jam haec curva cum aequatione generali 

> = (cc — at — xx)Jx 

' y?(cc — kx )(244 — cc + xx) 
in qua fi fuerint a & c per/, g-, h . definita ; erit vis incurvans 

P— — — ideoque elafticitas abfoluta Ei k = ^ P a a. 


3p. Quia jam tangens in F eft horizontalis , erit hic = o 

ideoque x = sj a — aa- Hinc ergo erit AG =g — — ad) , 

&.44 — CC — ggi ideoque 

, f . w^r 

XXJ^.C "t" 

pofito autem hic x=g y fieri dcbcbit^=GF —i, fcu/= 


( cc — 


AF —fi eft vero ds= -77— — — 

J V{CC xx) {cc 2^g+-JCx) 

Jam fi pondus P fumatur valde parvum , ut lamina paulif- 

per 
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per tantum deprimatur ; tum erit e quantitas valde magna 
idcoquc erit proxime __ xx) \ c c _ 2gg+xx ' } = 


( c 4 — + *sg xx — * 4 ) T = Tc — L& ir 
* 4 

+ , idcoquc integrando quoque proxime : 


£1 

1! 

—£g> 

CC 

+ 

(cc — gf)ggx _ 

c 4 

(cc — gg)ggx' 
3 ** 

. (cc—ggW 

‘ lOt* 

&,= ■ 

gg* 

_L 

g** 


4. 4 J* 

1 

cc 


c 4 

3 «-* 

+ lOc' 

r 


X» 


es** , 

AI*— . 

X 7 



3 cc 



Sc* 

14** 


Sit nunc x 

' = g> 

fietque f—g — 

& * = 

30 c* 

_ *g' . 

3 cc T 

2 jL 

3 c 4 ' 


Q_ od fi ergo re<fta FG = f> in ufum vocetur , erit cc = ^ > 

&' <r<* = ~~-3£]L) . U ndc elicitur elafticitas abfoluta 

3 6 

k = - 44 ( 2 4 ^ — iA? j q U ; valor a vero vix fenfibiliter 

diferepabit , dummodo laminae curvatura non nimis magna indu- 
catur. 

40 . Haec autem elafticitas abfoluta Ekk primum pendet ab 
natura materia; , ex qua lamina eft fabrefada ; unde alia mate- 
ria magis , alia minus elatere praedita dici folct. Secundo quo- 
que ita pendet a lamina; latitudine, ut expreflio Ekk ubique 
latitudini lamina; debeat cfte proportionalis , fi cetera fint paria. 
Tertio verum craffities laminae plurimum confert ad valoremip- 
lius Ekk determinandum, qux ita comparata dfc videtur, ut, 
ceteris paribus, Ekk fit ut craflitiei quadrarum. Conjunftim 
ergo tenebit expreffio Ekk rationem compofitam ex ratione ela- 
teris materix, latitudinis laminx fimpUci, ac duplicata craftitiei 
laminx. Hinc per experimenta quibus latitudinem & craflitiem 
. L 1 3 metiri 
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metiri licet , omnium materiarum claflicitates inter fe comparari 
ac determinari poterunt. 

'41. Quemadmodum igitur haiienus lamina? , cujus curvaru- 
turaU^ tam determinari , elaflicitatcm abfoluram Ekk per totam lon- 
gitudinem conflantem pofui ; ita folutio eadem methodo pote- 
mtqnabi. r ‘ £ abfolvi , fi quantitas Ekk utcunque ponatur variabilis. Scili- 
t" cet fi elaflicitas abfoluta fuerit ut iunjftio quarcunque portionis 
1 e ' *' lamina? A M , qua: fim&io fit — S , pofito arcu A M — / ; at- 
que exiflente radio ofculi in M — R ; curva A M , quam lami- 
na induit j ita erit comparata , ut in ea , inter omnes alias ejuf- 

dem longitudinis, fit minimum. Solvetur ergo iftecafus 

per formulam fecundam generalem. Sit dj = pdx ; dp = tjdxi 
at dS = T ds, atque, inter omnes curvas in quibus eft 
fdx^(i+pp) ejufdem magnitudinis, ea determinari debebit, 

in qua fit f — - q - q ■ - x ■ minimum. Prior formula /&/(>+/’/) 

(r+ppf 

dat pro formula differentiati A- JJY +Jp~y Altera vero 

f — cum /Zdx comparata dabit Z = — *L3JL - _ . 

(1+»/ ' . (t+^)_ 

Cum igitur pofitum fit dz == Ldn + Mdx + N ay r d p 

0Jq , n = dx, & = \_M~\dx [N~\dy 

■+• [ P ] dp i erit L da = c l<i T ‘ is . un( j c j ^ q l> r ... 1 

(i+PP? * . (1 +/v) S ‘ 

dn —ds = dx \/ ( 1 +pp)i ideoque [Z] = V ( 1 +/’/ ) » 

[ a/] = o , — © , & [Pj = yrf+pTr DcIndc vcro 

o, N = o. P=— iifiqL 


eft M - 


& 0.: 


'JjL 


i ita ut fit dZ = c l d S — + Pdp + Qjf 

* _ ■ . * V ' 


( I + lf) ■ ' (1 +pp) 

p o T d x 

42. Jam fumatur integrale /Ldx = f —d3- 


(t +tt) 


s - * 


/ 
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f , fitque H ejus valor, fi ponatur x = a , cujus 

quidem conflantis a confideratio mox ex calculo rurfus evanef- 
cct. Erit ergo H — f(T+Jjy : Undc valor Mc - 

rcntialis fiet = — dlc^ C ^3 * Ql iamo ' 

brem ex his duobus valoribus diffcrentialibus nafectur harc 
atquatio pro curva quxfita 

et j P . d P • 1 i w r>- ty dd Q 

dx *' 


- , s=+i?+T-rf.CPjr- 

V t 1 ■+* f P) dx dx 


dx 


qu® integrata dat 

+ C =P+[P]^ 


iS. 

'dx 1 


five 
. q q d S 


p f- q q H S .p J£) 

VO+PP) J 0+PP)‘ dx 


V(l +PP) 

<t p i r. H p 

^\ l +FP)~ Vi 1 +/’/’) V{ l ~t~PP)' (t+flW' 7 * 

ubi conflans H alias determinata in conflante arbitraria <* com- 
prehendi poteft , quo ipfo conflans a ex calculo egreditur. Id 
circo ergo prodibit harc ar quatio 

«. p _j_ r p iA L r JUAJL- 

dx v(i +ppy (i + ppy' 


# + w)" r " ‘ dx v(t +ppy u+ppy 

43. Multiplicetur harc aquatio per dp — qdx^ atque prodibit: 

+U, = 

+ QJi 3 P# 


d(i+pp) 

Cum autem fit dz — 


= dZ — QJq 


( 1 +ffO 

q q d S 


— » 3U0 valore fubftituto ; 


( 1 + P/0 5 
emerget atquatio integrabilis hac : 

— • cui “‘ !n,ce,alis eB : 

* V ( i +/>/ )+^/+y — Z — Qj — V ( fca' 
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Quo fignum integrale tollamus, divifa aequatione per 
ea denuo differentietur i 

i dp £/> </ /> , 2 <7 q d S . 1 S q d q 6Spqqdp 

(i +»)*••“ (I+;/ 1 W 0+^ 4 ~° 

qux per — multiplicata , prxbct : 

£ d p ypdp . qd S + S d q 3 Sp q d p 

2<z 2 * O (i+rp)' :i ~°’ 

cujus , ob <s (/> = y Jx & Jy = j> dx , integrale erit 

Al = o. 


« + i C.v — [yj + 


( i+PP)*' 1 


J •• * 


At eft — ^ 1 ~t~PPL — = radio ofculi R ; unde conflantes 
q 

S 

£& y duplicando, orietur hxc xquatio -— = «4-Gx — y j ; 

qux aquatio apprime congruit cum ea, quam altera Methodus 
direda fuppeditar. Exprimet enim a. + Sx — yy momentum 
potentix incurvantis, reda quacunque pro axe alTumpta , cui 
momento utique xqualis die debet elafticitas abfoluta S per 
radium ofculi R divifa. Sic igitur non folum Celeb. B E R- 
NOULLII obfervata proprietas Elafticx plcniflime eft evida ; 
fed etiam formularum mearum difficiliorum ufus fummus in hoc 
Exemplo eft declaratus. 

44. Si ergo curva fuerit data , quam lamina inaequabiliter 
elaftica a potentia CD = F, follicitata format; hinc elaftici- 
tts abfoluta lamina: in quovis loco poterit cognofci. Sumpta 
enim reda C P , qux ad diredionem vis follicitantis eft nor- 
malis, pro axe, ac pofita CP =x, PM =7. arcu curvae 
AN=j, & radio ofculi in M = R , ob momentum potentix 

P 

P ad pundum M relatum = Px; erit i— — Px; idcbque elaf- 

. A. 

deitas abfoluta in pundo M, qux eft S , = P Rx. Hinc 

cum , 
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rtJtn , data curva , in fingulis pungis detur radius ofculi R , elaf- 
ticitas abfoluta in quovis loco innotefeit. Quod fi ergo ma- 
teria lamina; , una cum craffitie , ubique fuerit eadem ; lati- 
tudo autem fit variabilis : quia clafticitas abfoluta latitudini 
efl proportionalis , ex curva formata latitudo laminx in fingulis 
locis colligitur. 

4 j. Sit ex lamina elaftica excifla lingula triangularis f A f , t'i& 
ubique ejufdem craflitici. Quoniam ergo latitudo m m , in quo- 
vis loco M , efl longitudini A M proportionalis > pofira A M 
= /, erit elaflicitas abfoluta in M ut s. Sit ea = Eis; at- 
que laminx termino f f muro horizontaliter infixo , appendatur 
cufpidi A pondus P ; quo laminx reda media AF in curvam Fm A 
incurvetur , cujus natura quanitur. Pofitis autem in axe hori- 
zontali abfciifa Ap=*x, applicata pm —J, & arcu Am=/; 

erit Px—^-y denotante R radium ofculi in m. Multiplice- 
tur hxc xquatio per dx, & ob R — pofito dx conf- 


tante , erit Pxdx= ~~ f clI £*£ 

as 


sdx*ddy 


At , cum fit d. — L. ■ 

d t 


t ddy sdydds 


T +<*) = 


+ ~d? 
sdx % ddy 


o. 


~h djy 


obdds = ^~~l y a lt f —‘JjL — j -, un d c inte- 
grando habebitur -f- 4 — 4- J- 

4 6 . Sit dj =pdx, erit ds = dx>/ ( i +/>?'), Sc pofito 
2S= « , • — ■/(i+v ) i ideoque cric 
+ — differam™ dtt 


*dp , 2xdx\'(l -f - PP) . 

‘P 


xxdp Jy^C 1 -hpp) 

+pp) p 


?M' +PP) 

oritur x — j =. - ? * * * ^ Ponatur dp conflans, 

Eulcri De Mox. & Mi». M ra 
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2p x d dx( l + p f) j_ 

' 7dp 

2fdx*(l + p p) , 2xdx( 1 +3PP) 2xdx ^ 

cdp C * ’ 

o r=cdx dp -+- 2 xddx(^\ + idx* ( 1 +//).+ 6 pxdx; 

cujus aequationis autem refolutio ulterior non condar. Simpli- 

ciflima autem pro curva eft arquatio harc ydl " ds * -■ * • = > 

quia enim pofito x—o , Sc j 8 c s evanefeere debent, conflans 
a debet efle = o. 

47. Hoc igitur modo curvatura lamina? , five a’qualiter five 
iniqualiter elaftica?, determinatur, fi ab una potentia follicite- 
tur ; atque , quod praecipue eft notandum , fi lamina naturali- 
ter fuerit in diredum extenfa. Quod fi enim lamina in flatu 
naturali jam fuerit curva ; tum utique a vi follicitantc aliam 
curvaturam induet; ad quam inveniendam, praeter follicitationem 
atque elafticitatem , fimul figuram ejus naturalem nofle oportet. 
Sit igitur lamina elaftica naturaliter curva Bm a, cujus quidem 
elafticitas fit ubique eadem , = Ekk s qua? a vi follicitante 
P in figuram BMA incurvetur. Per A ducatur reda CAP 
ad diredionem vis follicitantis normalis, quae habeatur pro axe; 
fitque intervallum AC=r, abfeifla AP = x, applicata PM 
— s ; erit momentum vis follicitantis pro pundo M = 

p (* + *). 

48. Sit porro radius ofculi curva? quaefita? in M = /?: fuma- 
tur in flatu naturali arcus am = A M = /, fitque in pundo 
m radius ofculi =r; qui ob curvam a mB cognitam dabitur 
per arcum /. In M ergo , quia curvatura major eft , radius 
ofculi R minor eft quam r . atque cxceflus anguli dementaris in 

M fupra angulum in ftatu naturali erit = , qui ex- 

ceftiis erit effedus a potentia follicitante produdus. Quamobrem 

erit P(c -fx) = EU ( -j- qua: cum r per / detur, 

erit a:quatio pro curva quxfita ; qua? autem fic in genere fpeda- 
ta ulterius reduci non poteft. 

49 . Po- 




Digitized by Google 


ELASTICIS. 


*75 


4P. Ponamus ergo laminam in ftaru naturali amB habere 
figuram circularem; erit r radius ejus circuli qui fit — 4, unde 

fit - ). Multiplicetur haec xqua- 

A. ^ 

• P 

tio per dx, & integretur; orietur - .-r ( ±x x + c x + f~) =» 
~ • quae aequatio , fi loco t feribatur e 4- ; abi- 


bit in ■£— (^xx + cx 4-/) = quae eft eadem ae- 

quatio quam fupra pro lamina naturaliter reda invenimus. La- 
mina ergo naturaliter circularis in cafdem curvas incurvatur , 
qua 1 laminae naturaliter redae inducuntur : tantum fcilicct locus 
applicationis potentiae, feu intervallum AC = c, pro utroque 
cafu fecundum datam legem variari debebit. Eaedem ergo no- 
vem fpecics curvarum prodibunt pro figuris, quas lamina natu- 
raliter circularis inducere poteft, quas fupra numeiavimus. La- 
mina enim circularis , fi intervallum A C capiatur infinitum , 
primum in lineam redam extendi poteft; tum quaecunque po- 
tentia infuper applicata eundem prarftabit effedum, ac fi fola la- 
minae clafticae naturaliter redae applicaretur. 

jo. Ponamus autem , quxeunque fit laminae figura naturalis, 
pundum C infinite diftarc ; ita ut momentum vis follicitantis ubi- 
que fit idem , quod per Ei k divifum ponatur = j- ; eritque 



Hinc fiet / ^ = f 

A. * 


4-/ y- = amplitudini arcus A M ; ficuti f exprimit ampli- 


tudinem arcus amj quemadmodum quidem Celeb. Joh. Ber- 
noulli hoc omplitudittis nomine in eximio Tradatu Demo- 
tu reptorio uti eft folitus. Sit igitur -j- 4- j~ arcus in circulo , 

cujus radius = i fumptus , qui ob r per s datum , quoque iit 
s erit cognitus. H nc autem reperientur coordinatx orthogo- 
nalcs x £c y , ita ut fit , 

Mm * x — 
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x=fdsl »•(-{-+/£), *J=fd*c oC ( -f + /£); 

unde curva quarfita per quadraturas conftrui poterit. 

17 51. Hinc determinari poteft figura amB, quam lamina in 

fitu naturali habere debet , ut a potentia P in direftionc A P 
follicitante in lineam redtam AMB explicetur. Sumpta enim 
longitudine AM =/; erit momentum potentia; follicitantis 
pro punfto M = Psi radius ofculi autem in M , per hypo- 

thefin j erit infinitus feu = o. Sumpto jam iij ftatu natu- 

rali arcu am =/, pofitoque radio ofculi in m= r ; quia harc 
curva convexitate lua redlam A B fpe«ftat, in calculo praeceden- 
te poni debet r negativum. Hinc erit P/= , feu rt 

= 44 -, quae eft arquatio naturam curva* amB comple&cns. 

5 a. Cum igitur fit — = — ; erit f-Ls= — ; feu erit am- 

plitudo arcus a m ut quadratum ipfius arcus. H'nc coordin.it* 
orthogonales x & y pro hac curva a m B ita definientur , ut fit 

x = fis fin. — , & y = fis cof. — : Scilicet in circulo , cu- 

' jus radius = 1 , abfeindi debet arcus == cujus finus& co» 

finus ad coordinatas determinandas afliimi debent. £x eo au- 
tem quod radius ofculi continuo decrefcit, quo major capiatur 
arcus am =s, manifeftum eft curvam in infinitum non proten- 
di , etiamfi arcus / capiatur infinitus. Curva ergo erit ex fpira- 
lium genere, i» ut infinitis peradtis fpiris in certo quodam punc- 
to tanquam centro convolvatur, quod pun&um ex hac conftruc- 
tione invenire difficillimum videtur. Non exiguum ergo analy- 
fis incrementum capere exiftimanda erit , fi quis methodum in- 
veniret , cujus ope , faltem vero proxime , valor horum inte- 

gralium fis fin. ^ & fis cof. a (lignari poffet, cafu quo 

s ponitur infinitum ; quod Problema non indignum videtur , in 
quo Geometra: vires luas exccrccant. 

«Sit 
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J3- Sit 1 = bb , & cum fit 
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coordinatx x & j curvx quxfitx commode per feries infinitas 
exprimi poterunt : erit enim 

i» s T t tl , . 

* 1 1. 2.3.7 i* * 1 * * ■* ■* " ■ '•e*'* * 


J.2....7.i5i' 4 

H 


7 = • — 


_i_ 

1. 2. 5 b * ^ 1. 2. 3. 4^4’ 
ex quibus feriebus vehementer convergentibus , nifi arcus / af- 
fumatur valde magnus , valores coordinatarum x & j vero pro- 
xime fatis expedite determinari polfunt. Verum cujufmodi va<- 
lores x & y acquirant , fi ponatur arcus / infinite magnus, ex his 
feriebus nullo modo concludi poteft. 

54. Quoniam igitur pofitio infiniti loco / facienda maxi- 
mam parit difficultatem i huic quidem incommodo fcquenti 

modo remedium afferri poteft. Ponatur — v> ut fit / = 

tyv, erit dt = h -^- fictque , x = —/4“ fin* *•» &c j = 

bd 

* f Tv cof - v. Nunc autem dico valores debitos pro xScy, fi 
ponatur t = *o , inventum iri ex his formulis integralibus , 

*= 7 J *< + &OCn - ®' 

+ ^5*3 -tfdu ) + ' *“• y c ° <v ’ 

fi poft integrationem ponatur v =*■ , denotante ir angulum 
duobus redis xqualem. Hoc ergo modo pofitio infiniti qui- 
dem evitatur , contra vero feries infinita 


2-3-4 5-n b'* 

1 

l.X3...6.izb lt 


&C. 


— TT — ; — ? -f- -77 -r— . — &c. in calculum intro- 

V* v(x+*; V(2»-+v) 

ducitur , cujus fumma cum adhuc lateat, refolutio hujus nodi 
maxima; adhuc difficultati cft obnoxia. 
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D/ln- jj. Tradita jam methodo inveftigandi curvaturam cnjuf- 
que laininx elafticx , (i ea ab una vi in dato loco applicata 
thOiniM follicitetur ; conveniet quoque curvaturam a pluribus, imo infini- 
"futifij* a r ’ s > potentiis laminx claflicx indudam indagare. Quoniam ve- 
virihui io nondum confiat , cujufmodi cxprcflio his cafibus futura fit 
quibus vc j max ; ma vc | minima ; methodo utar tantum direda , quo 
jfaliuXa. ex ipfa folutione fortafTe proprietas ea , qua? eft maxima vel mi- 
u nima erui queat. Sit igitur lamina elaftica, naturaliter reda, in 
F‘S 18. flatum A m M redada, primum a v iribus finitis P & fecun- 
dum diicdionesCE &CF interfe normales follicitantibus, tum 
vero a viribus infinite parvis fingulis laminx clementis m p. ap- 
plicatis , & fecundum dirediones m p & m q illis C F & C F pa- 
rallelas trahentibus i quibus politis requiritur natura curvx AmM 
Jaminx indudx. 

* 5 6. Sumatur reda FCA produda pro axe, ponatur AC 
= c, vocetur abfeifla AP = x, applicata PM=jr, arcus 
curvx AM=/, & radius ofculi in M = R. Sit elafticitas la- 
minx abfolura conflans =Ekk\ atque fumma momentorum ex 
omnibus viribus follicitantibus refpcdu pundi M ortorum xqua- 

lis effc debet Primum quidem a vi finita P in diredio- 

ne CE trahente oritur momentum = P(r -+-*)> * n eam 
plagam agens qua vis elaftica xquilibratur. Momentum autem 
ex altera vi Q_ortum, nempe Qjfin contrariam plagam tendit, 
ex quo ex viribus finitis P Sc conjundim oritur momentum 
P( r-f-x) — Qj. Jam confiderctur quodvis elementum la- 
minx intermedium m^*, cujus refpondens abfeifla Ap ponatur 
= £ , & applicata pm — n , fit autem vis elementum mu in 
diredione mp urgens = dp, & vis urgens in diredionc mq 
=■= dq\ erit momentum ex his viribus pro pundo M ortum = 
(x — £)dp — ( y — i)dq. 

57. Ad fummam ergo omnium horum momentorum inve- 
niendam , pundum M , ac proinde x & j , tantifper pro conf- 
tantibus haberi debent , dum folx coordinatx £ & »r cum viri- 
Eus dp Sc dq tanquam variabiles fpedantur. Erit ergo fumma 

momen- 
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momentorum a viribus arcum A m follirftantibus ortorum = xp 
— ft-dp — JP 5 ubi p exprimit fummam omnium vi- 

rium arcum A M in diredionibus applicatis p m parallelis follici- 
tantium , & q fummam omnium virium arcum A m in directio- 
nibus axi Ap parallelis follicitantium. At zdfpdp = Pp — . 
fpdP, & fi\d q = tt q — f jdii unde fit fumma momentorum 
ex viribus arcui Ara applicatis ortorum = (x — £)p+/pd£ 
— (j — v)q — fqdn. Promoveatur jam pundum m in M 
ufque, fietque C=x, >r =jr , & d£ = dx atque </if = di; unde 
fumma omnium momentorum per totum arcum A M fumpto- 
rum erit =^fpdx — fqdy. Quocirca obtinebitur procurva 

quxfita haec aequatio — ^ =P(c+x') — Qj+Jpdx — fqdy , 

ubi ergo p exprimit fummam omnium virium verticalium fcu in 
diredionibus applicatarum M P agentium , & q fummam om- 
nium virium horizontalium feu in diredionibus MQaxi AP 
parallelis agentium per totum arcum AM. 

58. Si formula pdx & qdy integrationem non admittant , 
tum aequatio inventa per differentiationem ab his formulis inte- 
gralibus liberari debebit , unde habebitur ifta aequatio : 

ZZlgh£*-==PJx QJy + pdx qdy. 

Sin autem nec p nec q per exprelfiones finitas exhiberi poflinr , 
quippe qux jam exprimunt lummas infinitarum virium infinite 
parvarum , tum per ulteriorem differentiationem valores finiti p 
& q exterminari debebunt, ut tantum inlint dp & dq cum dif- 
fcrentio-differcntialibus ddp & ddq. Orietur autem , poft pri— - 

J D 

mam differentiationem, — Ekkd. =dp — (Qf-?) x 

d. ^ ^ dq. Sit —==»>, eritque denuo aequatione dif- 

ferentiata : 

d.-^- 

— Eki d. - Y — ==d. p- _ 2 dq — - «1 d. ±2 

du d» * dji 

quae aequatio ad differcntialia quarti ordinis afccndit. 

y<?. Sint. 


i8o 
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5 p. Sint laminae, loco potentiarum verticalium & horizon- 
talium / & f , in lingulis punftis M applicata; duae potenti*, al- 
tera normalis MN = dv & altera tangentialis MT = dt. 


dxAt 


dt 


dyj v 

dt 


>&> 


Hinc erit dp = ^ : 

ob dj = udx&cds =dx ), habebitur dp= 

. mdt a_ t - d t a d t 


dv 


VC 1 "1" -*><«) * ^ ^ 

praccd. §. aequatione ultima iubftitutis, proveniet fequens «qua- 
tio , 

_eh/-#==£>+ 

quae multiplicata per V ( i -+-*«) fit integrabilis : polito enim, 
brevitatis gratia, 


quibus in 


, repcrictur integrale. 


A—t+ **'+* * ) = - EU ( M . 1 

d u d at 


a Z 


= — Ei-k ( i +2“ d. 

ded 


A!L 


_L. } 

v'(i +««) ijul 


+ 


J^ix V( ! +««) » flA 


). 


Cum vero fitl?= 




erit dat 




>?'dx 


quo loco da valore fubftituto , habebitur : 

A *«< ih“£* 

ob I au ) = <//. 


& 


)> 


Quocirca -aquatione ordinata , 
pro curva quaefita orietur hic aequatio 

w ^ rii/ _J JL d. V 

/+ i/ " a ll.ll. dt A.M/ ' 

tfo. Primum quidem manifeftura eft, fi viselaftica EU eva- 
nefcat, laminam tranfmutari in filum perfede flexile; arquehinc 
in his aequationibus continentur omnes curvae , quas filum per- 
fe&e flexile a viribus quibufcunqtx follicitatum formare potefh 
Sic fi filum a propria gravitate tantum deorfum follicitatur , erit 

0 — 0, 
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A ^ 

y = o, & /> exprimet pondus funis AM , critquc ergo ^ - 

= Q,= conflanti, fado P = o, quae eft aequatio generalis 
pro omnis generis Catenariis. Sin autem filum perfe<fte flexile, 
in lingulis punCtis , a viribus quarum dircCtiones funt norma'es 
ad ipfam curvam follicirctur , ita ut in pundto M filum follici- 
tetur fecundum directionem M N , vi = d v ; ob / = o , erit 

=A = conflanti, qua: cfl proprietas generalis curvarum 

Velariarum , Linteariarum , omniumque in quibus hujufmodi fol- 
licitationes locum habent. 

6 r. Ad laminas elaflicas autem revertor, de quibus mox ifla 
quarAio prae ceteris notatu digna fe offert, cujufmodi figuram 
accipiat lamina elaAica proprio pondere incurvata. Sit A m M 
haec curva qua: quaeritur , & quia folae vires verticales a gravita- 
te orta: urgent , fiet P = o , Qj= o , y = o , & p exprimet 
pondus laminae AM. Quare fi F fit pondus laminae longitu- 
dinis 4 quia lamina uniformis afTumirur , erit^ = j unde 

A 

curvae natura hac exprimetur aequatione Sit 

A. A a 

amplitudo curvae f —■ = « , erit R — ^- , & dx = is fin. *; 

iy. flU 

unde , fumpto elemento d s conAante , reperietur aequatio 
, r , Ea kk ddu 

sds fin. m H — = 0 , quae autem , quantum primo m- 

tuitu patet , ulterius reduci nequit. 

6 2 . In primis autem notari meretur curva, quam fluidum al- 
titudinis quafi infinita: laminae claAicae inducit. Sit AMB fi- 
gura haec qua: queritur, & pofito A P = *, P M =jr, AM 
==• / i elementum M m in directione normali M N urgebitur vi 
ipfi ds proportionali; unde erit = »<//, Scdt = o. Hinc 
orietur vis verticalis dp = ndx , & horizontalis */y =-*- ndy, 
ex quibus Aatim fit /> = & y = — nj ; ideoque in xqua- 

tione prima fiet = P ( c + x ) — Qj -f- * nxx + i mjj . 
Euleri de Max. & Mi». N n Coor- 
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Coordinata* vero x tc y ita quantitatibus conflantibus augeri 
diininuive poliunt, ut arquatio pro curva hujufmodi facicin ac- 

quirat xx + yy — A -+• Hjcc autem zquatio fi multipli- 
cetur perxdx +y dy , fiet intcgrabilis i cft enim f - y J - 

= — / d u> [pofito dy = udx ] = - *“7 "" 

= - — ~ jy Hanc ob rem, poft integrationem conflantibus 

mutatis , prodibit (xx+yy ) 1 = AQxx +yy ) + ^S?* x ~ x — ^ 
+ C. Sit V( xx+yy ) — *■ & y=u&i erit x = i — ) ; 

unde — xdyz= .. f - )• 

Ergo pofito — dr, erit a 4 — A*\ — C =* 

Bzzdr l: j 

7(7? + **«/,•*)’ hU1CC l UC dr ~ t/(i uu ) 

= . ^ ^ ^ TY** ~J~» C ^ r TT< Curva harc ergo ; 

zsf(B l zz — (a 4 — Az — C/) D 

fi fuerit A=o & C=o, erit algebraica; habebitur enimhacc 

. i iu zzdz izzdz 

xquatio v ; = 7r B ,__ z . ) = 3{/(a ._ jy qua 

Z* r Z l 

integrata dat A fin. u = \ A fui. , feu = 3 * — 4 


= — - — j unde h*c refultat aequatio =3 a'yzz — 44 'jt 1 ; 

z z , 

feu, ob i*. = h*c x‘ -f- 3 x 4 j‘ + 3 •*■*■/* + .7 . 

= 3 ,*■ xxjr — 

6 \. Ex his etiam motus ofcillatorius laminarum elaflicarum 
utcunque ad motum comparatarum definiri poteft : quod argu- 
mentum profe&o dignilfimum primum excolere coepit Vir Ce- 
leb. Dtniel Bernoulli, mihique, jam ante complures an- 
nos, Problema de ofcillationibus laminz elafticae altero termino 
parieti firmo infixa; determinandis propofuit, cujus Solutionem 

exhibui 
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exhibui In Commtnt. Petrofol. Tomo VII. Ex hoc autem tem- 
pore , cum mihi commodius hoc Problema tradarc contigit j 
tuin etiam per commercium cum Ccleb. Bernoullio plu- 
res accclferunt aliae quarftiones Se confiderationes . quarum eno* 
dationem, ob materia; affinitatem, hic adjungam. Quando autem 
motus vibratorius eft fatis promtus, tum fimul a lamina vibrante 
fonus editur, cujus tenor ac relatio ad alios, ope dodrina; de 
fonis, ex his principiis determinabitur. Et quoniam fonorum in- 
doles facillime ad experimenta revocatur ; hoc ipfo confcnfus 
calculi cum veritate explorari, atque adeo Theoria confirmari 
poterit : quo pado , cognitio noftra circa naturam corporum 
clafticorum non parum amplificabitur. 

64. Primum autem monendum eft , hic tantum circa ofcilla- 
tiones minimas quarftionem inftitui ; atque adeo intervallum , 
per quod lamina inter ofcillandum excurrit, efie quafi infinite 
parvum. Neque vero , hac limitatione , ufus & applicatio quic- 
quam diminuitur : non folum enim ofcillationes , fi per majora 
fpatia fierent , ifochronifmo deftituerentur ; fed etiam fonorum 
dillindorum formatio , ad quam hic potiifimum fpedamus , mi- 
nimas ofcillationes requirit. Confidero igitur hic primum lami- 
nam elafticam uniformem naturaliter redam , cujus alter termi- 
nus B pavimento immobili firmiter fit infixus, ita ut lamina fibi pig. a*, 
relida fitum teneat redum BA. Sit hujus laminae longitudo 

A B = d , ejufque elafticitas abfoluta in lingulis locis = Ut-, 
ab ejus vero pondere vel mentem revocamus, vel infixionem 
ejufmodi ftatuimus , ut ejus flatus a gravitate turbari nequeat. 

65. Jam lamina harc a vi quacunque impulfa vibrationes pe- Diofd/. 
ragat minimas , circa ftatum naturalem B A utrinque excurren- 

do per minima intervalla A a. Sitque BMa ftatus quifpiam, tiaftii* 
quem lamina inter ofcillandum tenet ; qui quoniam infinite pa- al " r0 ,n ' 
rum tantum didat a ftatu naturali BP A, redar MP, A a n- romfix *. 
mul reprarfentabunt vias , quas lamina; punda M & a percur- 
runt , vel potius ha; reda; ad vias veras rationem habebunt a ra- 
tione squalitatis infinite parum diferepantem. Ad motum au- 
tem ofcillatorium determinandum , abfolute ncccfie eft naturam 

N n a curva; 
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curva: BMa, quam lamina inter ofcillandum induit , node. Sit 
igitur AP = *, PM j, arcus a M = /, & radius olculi 
in M = R ; & intervallum minimum A a = l> ; atque , ex 
conditione memorata, erit arcus s proxime srqualis abfcilfr r, 
ac proinde pro d s fumi poterit d x : prse dx enim evanefeet dj. 
Et cum , polito d x conflante , fit generarim radius ofculi = 

> erit prodenti cafu R = ~ ; nam curva B M a con- 

vexitarem axi B A obvertit , Sc quia lamina in B muro firmiter 
eft infixa , erit redta A B tangens curva: in pundto B. 

66. His politis , tam ad naturam curva: B M a quam ad ip- 
fum motum ofcillatorium determinandum , fit f longitudo pen- 
duli fimplicis ifochroni : ofcillationes eniin minimas clle ifochro- 
nas , cum natura rei declarat , tum iple calculus inftituendus 
monllrabit. Acceleratio ergo , qua lamina: pundtum M ver- 

fus P urgetur, erit = Quare fi mafla totius lami- 

na: ponatur = Af, qu.x per ejus pondus exprimitur ; critele- 
menti M m = *// = dx mafia = - ; unde vis motrix ele- 


mentum Mmin diredtione MP follicitans fic- 

*) 

que vires , quibus lingula: lamina: particula: ad motum adtu cien- 
tur , innotefeunt, cum ex ipfa curva BMa, tum ex longitu- 
dine penduli fimplicis ifochroni f. Quoniam vero lamina a vi 
elaltica revera ad motum incitatur ; ex hac cognira vicifiim 8c 
natura curva: BMa, 5c longitudo penduli fimplicis ifochroni 
determinabitur. 

6j. Quoniam ergo lamina perinde movetur . ac fi lingulis 
ipfius elementis M m in diredlionc M P vires clfcnt applicatae 


= » fcquitur, II lamina: lingulis elementis M m in direc- 


tionibus contrariis M?r «quales vires v applicarentur , la- 
minam in ftatu BMa xquilibrari. Hinc lamina inter ofcillan- 
dum eandem curvaturam fubibic, quam, induerec quieta, fi in 

fingu- 
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lingulis punttis M foliidcarctur viribus in dire&ionibus 

M r. Per regulam ergo fupra§. inventam, colligantur om- 
nes hae vires per arcum aM applicatae, atque prodibit fumma 

= fydx, quae ibi in locum ipfius/» fubftitui debet. Quare 

a J 

cum vires reliquat P, Q, & q , qux ibi habebantur, evanel- 
cant , natura curvae exprimetur aequatione — ^ =fp dx-. unde 

■*v 

habebitur = — fdxfydx. Cum vero fit R = , 

K uf J ddy 

. EkkJJy M rj r j « j-a- i **W f V Mdx 

erit - v = — ,./«x fjdxi & diftcrcntiando r- = — F 

d x . dx af 

'x.fydx : denuoque diflferentiando prodibit ifta aequatio differt n- 

tialis quarti ordinis. Eiid*y=== ♦ 

68- Hac ergo aequatione & natura curvat B Ma exprimitur, 
& ex eadem, fi ad cafum oblatum accommodetur , longitudo / 
determinabitur ; qua cognita, ipfe motus ofcillatorius innotefeer. 
Ante omnia autem hanc aequationem integrari oportet : quat cum 
pertineat ad id aquationum diffcrentialium ahiorum graduum 
genus , cujus integrationem generalem exhibui io MifieU. Berot. 
Volumine VII, hinc fcquens aequatio integralis rcperictur , 

ponendo brevitatis ergo = ** » prodibit fcilicet 


X — X 

y = Ae ' + B e f + Clin.— + D cof. — , 

J cc 

ubi e denotat numerum cujus logarithmus hyperbolicus eft = i; 

& fin. - & cof. — denotant finum & cofinum arcus = — in cir- 

c c c 

culo, cujus radius = i , aflumpti. Tum vero A, B, C, & D 
funt quatuor conflantes arbitraris per quadruplicem integratio- 
nem introdudae , quas cx accommodatione calculi ad prsfcntcm 
cafum definire oporret. 

69 . Determinatio autem conflantium fequenti modo inftitue- 

N n ) tur. 


its » s c v n f i i 

tur. Primum pofito x = o, fieri debet y = l ; hinc ergo ori- 
tur ifta aequatio , t = A-\-B + D, quae cft frim*. 

Secundo, cum fit c -j ^ = fdxfjdx ; fa£o * = o, fieri 

debet £4? = oi at cft j c e * + f e t e _ 

— fin. - — — cof. - : unde oritur haec aequatio fetunda , 

ce t c* ce 

o = A B — Dm 

Tertio , cum fit^~ —fjdx; poGto x = o , fimul 

c ,j, i. — _» 

evanefeere debet: quia ergo crit-^f = Ae c — B e e 

— C cof. — + D fin. — : prodit «quatio terti* , o = A — 
B — C. 

Quarto autem , fi ponatur x—*, applicata y evanefeit , un- 

a — a 

de obtinebitur aequatio quxrt* ,o==Ac‘ + B* f + Cfin. - 


4- D cof. — . 

C 

Quinto , quia AB eft tangens curv* In pun&o B ; fafto 
x= *, fieri debet = o : unde prodit «quatio quint* , 

a — o _ 

o=Ae c — Be * +C cof.— D fin. — . 

C C 

Ex his ergo quinque aequationibus , primum quatuor conflan- 
tes A, B , C , D definientur ; tum vero, in quo cardo rei 

verfatur, determinabitur valor ipfius e— $ E ^ 9 uo 

longitudo penduli fimplicis ifochroni f elicietur ; quo ipfo, dura- 
tiones ofcillationum cognofcentur. 

70. Ex aequationibus fecunda & tertia , conflantes C & D 
ex - A & B ita definientur, ut fit 
' C—A — B. & D = A + B. 

qui 


/ 
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qui valorcs in aequationibus quarta & quinta fubftituti dabunt 

a — a 

o =Aec -f - Be c +{A — ZJ)fin. — +(< 4 +£)cof. — 

c c 

a ■ — a 

o=At ' — Be ~-f- {A - B) cof. — (A+B) fin. * 
ex quibus eruitur . 


—e f + fin. — — cof. — 

c C 

B 

r « +fm.- + cof. — 
c c 

unde obtinebitur haec aequatio , 


— * 

e ~ +cot - + fin. - 

C c 


a 

e c + cof - fin. — 

C C 


O = * + ( e c + e c ) cof — , 

C 

2ji a 

(eaec cof— + ie~ + cof — = o> 

c c 


a J ^ J«_ 

quatdatr* — c , Cum igitur e c fit quanti- 


cof — - 
e 


tas affirmativa , cofinus anguli erit negativus i ideoque an- 


gulus -j- redo major. 

71. Ex hac aequatione intelligitur dari infinitos angulos ~ 

quxfito fatisfacientes , ex quibus infiniti diverfi modi ofcillatio- 
num ejufdem lamin« oriuntur. Curva enim in uno pluribufve 
pun&is axem A B lecare poteft , antequam in B axem tangat ; 
ex quo ejufdem laminx plures , imo infiniti , ofcillandi modi 
aeque funt poflibiies. Cum igitur hic inprimis contemplemur 
cafurn j quo B primum eft pundum , ubi lamina ab axe A B 

tangitur ; huic cafui fjtisfaciet minimus aDgulus aequationem 

inven- 
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inventam refolvens ; qui angulus cum fit redo major, ponamf 

Y = 1 » + P i exiftentc P angulo redo minore. Hinc , 

obfin. ~ = cof. p, & cof. — = — fin. p, obtinebitur dupler 
xquatio » 

1 +~ cof. p 

lin. <P 

m a 

qux prxbet , vel e ‘ = tang. i p , vel e ‘ = cot. i p, quarum 
pofterior minorem dabit valorem pro angulo p; qux ergo ad 
cafum propolitum erit accommodata. 

7 ». Sequentes pofiibiles ofcillationum modi reperientur, fi 

pro ponantur anguli duobis redis majores , tribus vero mino- 
res. Sic pofito — = i x — P > erit fin. — = — cof. P,& cof. - 
* c c c 

— — fin. f> : un( j c fi t e ~ = T - co ^~ ^ , feu , vel t~ = 

lin. p 

a 

tang. I p , vel / c = cot. [ p. Simili modo alii ofcillationum 

modi reperientur, ponendo — = i-r + 0; — =^ — p, 8cc. 

Ex quibus omnibus , fi fumantur ldgarithmi hypcrbolici, orien- 
tur fcquentes zquationes : 

I. 1 x 4- P = / cot. ipj II. ir + p = / tang. ~ <p ; 

III. — p = /cot. ^.P; IV. 4*' — p=/tang. ip; 

V. f x + p = /cot. ± pj VI. + p = / tang. ^ p; 
VII. — P = /cot. i~P; VIII. £x — p =* / tang. i p ; 

&c. 

Harum autem zquationum tertia congruit cum fecunda ; pofito 
enim L p = 5 x — -J S , ut fit cot. 4 . p = tang. [6 i tertia tran- 
fit in 4 x 4 - 0=7 tang. ^ 6 , qux cft ipfa fecunda. Simili mo- 
do quarta congruit cum prima : tum quinta & octava inter fe' 

con- 


* 


Digitized by Google 


"ELASTICIS. a8£ 

congruunt ; atque fcxta cum feptima. Quamobrcm fcqucntes tan- 
prodibunt aequationes diverlae : 

I. r w -f- 0 = / cot. 4 <P 

II. i » + ?'=/ tang. i 0 

III. £ jr + 0 = / COt. i’ 0 

IV. {» + ?= / tang. i 0 

V. i w 0 = / cot. x <P 

VI. j jt + 0 = / tang. i 0 

&c. 

72. Logarithmus autem hypcrbolicus tangentis vel cotangen- 
tis rujufpiam anguli reperitur, fumendo logarithmum Tabula- 
rtm , indeque auferendo logarithmum finus totius, atque refi- 
duum multiplicando per a, 302 585092994 ; qui labor ut fuble- 
veuir denuo logarithmis uti conveniet. Sit u logarithmus hy« 
petbolicus tangentis feu cotangcntis anguli ^0, qui quaeritur ; 
fumatur ex Tabulis logarithmus ejufdem tangentis cotangentif- 
ve, qui logarithmo finus totius multatus ponatur =v. Cum 
ergo fit* =2, 302 585092994x2^ erit, fumendis logarithmis 
.vulgaribus , 

lu= lv -+- o, 3622156886. 

Hoc logarithmo invento , cum fit * = — *r 4 - 0 > erit/* = 

2 

■ 

l ( -t+$). Ad hoc evolvendum, angulus 0 in partibus ra- 
dii exprimi debet , quemadmodum & w eodem modo exprimi- 
tur, dum cft ir = 3, 1415926535 , ac propterca .... 
5*-= r , 57079632679. Angulus autem 0 eodem modo ex- 
primetur , fi is in minuta fecunda convertatur , atque ab hujus 
numeri logarithmo fubrrahatur conftanter y, 3 1442 j 1332 ; lic 
enim prodibit /0 , ex quo ad numeros regrediendo valor ipfius 
0 eruitur. Erit autem conftantcr pro unoquoque ofcillationum 

genere — = * = — *■ -j- 0. 

C 2 

74. His circa calculum inftituendum monitis , per approxi- 
Eulcri De Afc*. & M>*. Q q macio- 


5 po DE tutris*- 

mationes valor anguli <p pro quovis ofcil lationum genere' non 
difficulter eruetur. Tribuendo enim pro lubitu ipfi 9 valores ali». 

quot , & per calculum determinando , & — v ■+• 9, & / c ^' i 0. 

mox valor ipfius 9 prope verus cognofcctur. Quod fi autem 
habeantur limites anguli 9 utcunque remoti , flatim invenientur 
limites propiores, ex hifquc tandem verus valor ipfius 0. Sic 

pro aequatione prima L 9 — l cot. i 9 , fcqucntes li- 
mites anguli 9 erui 17°, 26', & 17° , 1 7' , ex quibus per fc- 
quentem calculum verus valor ipfius 9 obtinebitur. 


0 = 17*, te'. 0* 

in min. fec. = 62760" 

log. = 4* 7976829349 

fubtr. 5,314425133 1 

17 0 , 27', 0' 
62820" 

4. 7980979311 

5, 3i44 2 5i332 

i 0 — 9 , 4832578017 
9 = 0, 3042690662 
s » = 1,5707963268 

9,4836727989 

0,3045599545 
1 , 5707963268 

= I, 8750653930 

1 , 8753562813 

= 8*, 43 '»°* 

/cot. i <p — 10,8144034109 
* = 0, 8144034109 

= 9,9108395839 

add. = 0, 3622 156886 

8°, 43 '> 3 °* 

10, 8139819342 
0, 813981934* 

*9, 9106147660 
0, 3622156886 

Im = 0, 2730552725 
» = 1, 875233154° 

0, 2728304546 
l , 8742626675 

diff. •+■ 1677610 

— 10936138 


Ex his ergo utriufque limitis erroribus concluditur fore 9 — 
17", 26'. 7 "^> & T ,r + 'P> ftu - 7 == I0 7 e > s<y, > 1° Cum 
vero in minutis fecundis fit 9 = 62767,9%} erit 

/-0 = 
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10 =* 4’ 7P77381 jiy 
lubtr. = 5. 3144251332 

5> 4833 1 3 OI 93 
ergo0 = 0,3043077545 

add. ir = 1,5707553268 

— = 1,8751040813 

C ' 

quo Invento, erit —■ = taag- J 0 = 0,1 533350524. Reperitur 

ergo rapo conflantium A & B , ex quibus & ratio reliquarum 
conflantium C Se D ad illas cognofcetur. 

7 5 . Reflat adhuc prima atquatio k = + B + D , quar ; 

ob JD — yi + B , abit in k = t A+ i B i idcoque A B 

= s ^ : cum ergo fit = tang. i 0, fiet B ( 1 + tang. i $ ) 

& B== 7T*"55g.T«- Unde ex tang. i 0 = 

°. 15333*0524 fingula: aequationis conflantes fequenti modo 
determinabuntur : 



tang. 1 0 ___ o, ^5333*0524. 

» ( 1 4- tang. 0 ) 2,3055781248 

1 _ i , 0000 000000 

2 ( 1 -r- targ. { 0 ) 2,3055781248” 

— 1 + tang. | 0 — o, 8455505375 

a ( 1 +- tang. i 0) 2,305578x248 

1 -4- tang. 0 1 , 15 33390524 

» (. r 4- tang. i 0 ) 2,3055781248 


quibus 'inventis, natura curva» aMB, quam lamina inter ofcilliR- 
dum induit , hac exprimetur xquationc 


A - 

T“ 


+ f 


+ f fin ‘T 


D r 

J cof. 


75. Quod autem ad ofcillationum velocitatem attinet, 

O o 2 


ei • 

ex 
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cx aequatione ~ = 1 , 87J 1 0408 1 3 cognofcetur. Ponatur brc» 
vitatis gratia : n — r 3 87n°4°8i3 ut fit n = nt. 

Et cum fit f* — “ exprimit gravitatem 

fpccificam lamina?, & Ekk clafticitatem [ abfolutam ; eo mo- 
do, quo ha&enus Tum ufu», erit a* = »*. Ekk. f, ideo- 


<i uc / = h 


M 


cx quo longitudo penduli fimplicis 


»r El^i' 

ifochroni tenebit rationem compofitam cx quadruplicata longitu- 
dinis laminae , fimplici gravitatis fpecificae , & inverfa elafticita- 
tis abfolutte. Sit g longitudo penduli fimplicis lingulis minutis 
fecundis ofcillantis, ita ut fit^= 3 , 1661 j red. Rhenani; quia 
durationcsofcillationum funt in fubduplicata ratione pendulorum, 
tempus unius ofcillationis a lamina noftra elaftica fadtae , erit = 


— ^ fecund 


a a , 

, 77 , ^ 


1 

g 


M 


y/g n» ’ g ‘ E (i' * 

tionutn uno minuto fecundo editarum erit = — 


unde numerus ofcilla- 


g. Ei k. 


~ , qui numerus exprimit foni quem lamina excitat tenorem. 

Soni ergo a diverfis laminis clafticis uno termino muro infixis 
editi erunt in ratione compofita fubduplicata elafticitatum ab- 
folutarum direde , inverfa fubduplicata gravitatum fpecificarum, 
& inverfa duplicata longitudinum. Quare fi du* lamina? elafi 
ticx tantum longitudine differant, erunt foni reciproce ut qua- 
drata longitudinum ; fcilicct lamina duplo longior edet fonum 
duabus o&avis graviorem. Gorda autem tenfa duplo longior 
fonum uua tantum odtava graviorem edit , fi tenfio maneat ea- 
dem. Ex quo patet fonos laminarum clafticarum longe aliam fe- 
qui rationem, -atque fonos cordarum tenfarum. 

77. Quod ad naturam curvx aMB ultra terminos a & B 
continuat* attinet , primum quidem patet curvam ultra d. diver- 
gendo ab axe B A. continuato progredi. Pofico enim x nega- 
tivo fiet 

T = 
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Hic jam omnes termini funt affirmativi, quia folus coefficiens C' 
ante obtinuerat valorem negativum ; unde dum crefcir * , etiam 
y crefcere debet, quia numerus B major eft quam A ; atque 

X 

adeo terminus Be c praevalet. Quam primum autem j valo- 

. X 

rem faltem mediocrem eft adeptum ; tum ifte terminus Be c 
tantopere crefcit , ut reliqui termini prar eo quafi evanefeant. 

Ob eandem rationem , quia curva: in B radius ofculi non eft 

= 00 ; eft enim —rfdxfydxi curva in Bnon habebit 

punftum flexus contrarii, ideoque ad eandem axis A B partem 
ulterius progredietur i audta autem abfeifla x ultra A B =3 a , 

• X 

tum primus terminus A e ' mox tam fit magnus , ut reliqui pra: 
co pro nihilo reputari queant. 

78. Hic igitur eft primus ofcillationum modus inter illos in- 
numerabiles, ad quos eadem lamina fe componere poteft. Se- 
cundus modus in figura reprarfentatus quo lamina in B fixa axem r ‘t 1 »• • 

AB in uno pumfto O trajicit , deducetur ex a:quationc— = 


« 7r 4- 0 — l tang. i 0, feu hac I *• — 0 == /cot. { 0= 

Hic per nonnulla tentamina inveni angulum 0 contineri intra 
hos limites, x°, a', 40" & j # , 3', o", ex quibus ut ante verus 
yalor ipfius 0 eruetur. 


O o j <$ = 
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<P = 1% a',4°' 

in min. fec. = 3760* 

log. = 3 . 575 I 8784 JO 

fubtr. = 5 3144151332 

r 1 i 

t% 3 ' ^ 1 
3780*' 

3. 57749 1799 * 
5, 314425133* 

/ <p = 8,26076271 18 

. <J> = o, 0182289944 
r *• = 4. 7*23889804 

8, 2630666666 

0,018325957* 

4.7123889804 

-i- = 4,694159*860 
| <J> = 3l', 20* 

/cot. 1$ = 2,0402552577 

Iv = 0, 3096845055 
add- 0,3622156886 

4,6940630233 
31', 3 o* 

2,0379511745" 
0,3091937748 
0, 36221 56886 

Iu = 0, 6719001941 
u = 4,6978613391 

-i- = 4,6941599860 

0,6714094634 

4.6925559914 

4,6940630*3? 

Error + 37 °i 353 i 

— 15070309 


Ex his erroribus concluditur verus valor anguli 4> — i*> 


54» HI ,& — = 2<S8 4 , 57 > 5* 

IOOO e 

❖ = 3774. a 13 " crit 


78L. Cum igitur fit 


IOOO 


/4> — 3, 3768264061 

fubtr. = 5» 3 i4 4*_5jJ3— 

8, 2624012729 
4) = o,oi8*979o°0 
a * *■ = 4, 7122889804 

J- = 4,69409107*3 

Sonus ergo laminae priori modo ofcillantis erir ad fonum ejuf- 
dem laminx hoc modo vibrahtis , uti eft quadratum numeri 
1. 8771040813 ad quadratum numeri 4, <5940910793, hoc eft 
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ur i ad 6 ,iC 6 i 9 i , feu in minimis numeris ut 4 ad tf , feuut 
1 ad 6 Unde fonus pofterior erit ad priorem duplex odtava 
cum quinta & cum hemitonio fere. 

79. Pro fequentibus ofcillationum modis ejufdem lamin* elaf- 
ticae , quibus lamina inter ofcillandum axem AB in duobus 
pluribuive pundtis interfccat, fit angulus 0 multo minor. Sic 
pro tertio modo habetur haec aequatio £ *- -f- cj> = / cot. i 0 

— Cum ergo fit e T * ^ — cot. s 0, ob 0 angulum 

vehementer parvum , erit e* T + ^ = e T * ( 1 + <$ 4- £ 4>‘ -r 
y4>’ + &c. ) & cot. £4>— 7 


100 


0 - 




0' 


<P 


o_ 

6 


Hinc erit proxime e* r = — i idcoque<J> =af~ 
pius 0 


, & pro- 


i + ie*’ 


i unde erit — ={* + 

C 


7 7T I 

f 4 +2 


qui pofterior terminus eft quam-minimus. . Simili modo pro 
quarto ofcillationum modo, erit proxime— =5 »• — te 5 , 

8r ira porro : ob hos alteros terminos evanefccntcs , ipfius 
— valores erunt **■, -V &c. qui eo minus a veritate aber- 

rabunt, quo ulterius progredientur. 

80. Confideremus jam laminam elafticam nufquam fixam 
fcd liberam vel plano politiffimo incumbentem , vel remota gra- timibm 
vitate, in fpatio vacuo verfantem. Facile autem patet hujuf- 
modi laminam motum ofcillatorium recipere pofte , dum lamina 
acb fefc incurvando alrematim cis & ultra ftatum quietis AB Fi i- llr 
excurrit. Motus igitur ifte ofcillatorius fimili modo , quo in 
cafu praecedente , definiri poterit , dummodo calculus debito mo- 
do ad hunc cafum accommodetur. Sit igitur acb figura la- 
minae incurvata quam inter ofcillandum obtinet , at A C B fit 
fitus ejufdem laminae in ftatu aequilibrii , per quem in quavis of- 
cillatione tranfit. Ponatur, ut ante, longitudo laminae AB=*, 

Cjus daftiritts abfoluu — E^-f, atque pondus feu^ mafla = A/. ^ 

Deinde 
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Deinde fit abfeifla AP — *. a plicata PM . arcus aM 
e =/, qui cum abfeifla x confundetur; ita ut flatui queat ds 

= </x; ex quo radius ofculi in M orietur ■= = R • S.t 

autem porro applicata prima Aa = i. His politis , tatiuciniura 

ut ante inftituendo, ad eandem pervenietur aquationem — = 

8i. Si igitur ponamus = e 4 , ubi /ut ante expri- 

xnit longitudinem penduli fimplicis ifochronij habebitur , utfC- 
grando , pro curva harc aequatio 

j — ■ B e f -}- C fin. — — (■ D cof. ~ ; 

qua; ad prarfentem cafum ita accommodabitur. Primo, fi poni» 
tur x = o ; fieri debet y — b ; unde fit 
i = A + B ■+• D. 

Secundo, cum fit = fdxfj dx j pofito x = o . 

fieri debet = o , unde prodit 
o = A -4- B — D. 

Tertio, cum fit‘^ =/> dx, poGto x= o; fieri quo- 

Jly 

que debet = o , unde nafeitur : 
o = A — B — D. 

Quarto fi ponatur x = d , evanefeere debet fjdx, Icu 
; propterea quod fjdx exprimit fummam omnium virium 

laminam in dire&ione ad axem A B normali trahentium , qux 
fumma fi non eflet = o , ipla lamina motu locali promoveretur, 
contra inftitutum ; erit ergo, ob hanc rationem , 


4t~ — P* 


— a 

C 


C cof. — + D fin. 


Quinto 
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Quinto ; quia lamina in extremitate B eft libera , ibi curvatu- 
ram nullam habere poterit i eritque ideo, polito x=za t quo? 

que = q > unde erit 

a mmm 4 

o — Ae T -h Be c — Cfin. - — D cof. — ; 

e e 


His igitur quinque conditionibus in computum duftis , non fo- 
Ium quatuor conftamcs A, B, C & D determinabuntur i fed 

etiam fraftionis ~ valor reperictur ; ex quo proinde longitudo 

penduli fimplicis ifochroni f innotefeet. 

8j. Ex harum aequationum fecunda & tertia, obtinetur 
D = A -h B , & C = A — B , qui in fequentibus fubftitUr 
ti praebebunt 

* — 4 

o = Ae ‘ — Be e — {A. — B) cof. — +( A+B) fin. — 

c c 

a _ a 

6 = At ~ + Be * — (A—B) fin. ~ — (A+E) cof. j ; 
ex quibus reperitur : 

— a — a 

c c — co f. — — fin. — * — fin. — + cof. — 

yl C c C C m 

B f. a * 

ec — cof. --f-fin. — e T -—fin. cof. — 

< < ~~ - c — e 


ex qua aequalitate elicitur ifta aequatio 


o 


a 

2 — e c cof. — 
e 



r 4- fin. — 

— C 

cof. 

c 


unde fequentes formabuntur aequationes 


DE C U R V 1 S 


ap8 

I. — = tang. * <p , quae dat — 

C C 

pro litu laminae naturali 

II. ~ = I t — <p = l cot. * 9 

III. ~ = I ir + <P =/ cot. I <0 

IV. ~ — 3 »■ — <P =/cot. i 9 

V. Y=I jr + <P = ^ cot. i <p 

VI. — = | x — <p= l cot. i <p 

C 

&c. 


0 . 


$$. H.v aequationes iterum indicant innumerabiles ofcillatio- 
num modos , in quorum fecundo lamina femcl tantum axem 
A B interfccabit , in tertio bis , in quarto ter , in quinto qua- 
ter, & ita porro. Ex quibus intelligitur modos fecundum , quar- 
tum , fextum &c. ad prxfens inftitutum non dic accommodaros. 
Quoniam enim in his numerus inrerfe&ionum eft impar ; lami- 
nae litus inter ofcillanduin in fecundo foret talis, qualem Figura 
2} rcprxfentat, in quo quamvis fumma virium follicitantium per 
totam laminam evanefeat , tamen ab iis lamina circa punftum 
medium C motum rotatorium acquireret : quia vires utrique 
fcmilfi aC & bC applicata; ad eundem laminx motum rotato- 
rium inducendum confpirarenr. Quam ob caufam, cum om- 
nino motus rotatorius excludi debeat , figura laminx , quam in- 
ter ofcillandum induit , ita debet clfc comparata , ut non folum 
F>s- **• virium follicitantium toti laminx applicatarum lic=o, fed etiam 
ut earum fumma momentorum evanefeat ; quod obtinetur fi cur- 
va in pun&o medio c , diametro c C lit prxdita. Quod evenit 
U curva axem A B vel in duobus, vel in quatuor, vel generatim 
in punftorum numero pari fccct ; ex quo xquationes tertia , 
quinta , feptima &c. Solutiones tantum convenientes praebebunt. 

84. Hxc ipfa limitatio in ipla Problematis propoiitione 

con- 
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tontenta teperietur , fi ejufmodi tantum curvas admittamus ; 
quar rectam C c habeant diametrum , fcu in quibus valor ipfius 
y prodeat idem , fi loco x feribatur a — x. Ponamus ergo ii» 
«quatione generali 4 — x loco x : atque prodibit 

a — x — a 

*=: Ae~e c t c -f- Cfin. ~.co£ - — C cof. — . fin. — 

C C c c 

+ Dcoi —.coi. — + D fin. — . fin. - 

c c c c 

qux cum congruere debeat cum arquatione 
* — fL 

j = Ae~ ■+• Be c + C fin. ~ + .D cgf. j ; 

M 

fiet A e ' = B, C ( i +cof. -y ) = D fin. , & C fin. ~ 
= D ( i — cof. ~ ) ; quarum dux pofteriores congruunt. 
A —f. 

Cum ergo fit — — e c , h#c valore cum fuperioribus com- 
parato prodibit : 

_ a —a — «_ 

e • — cof. fin. — = i - c * cof — + * < fin. — 

% C C C c 

-« i -f- cof. -y + fin. — i + fin. — cof. — 
fcu e ‘ — - — = . 

i -f- cof. fin. — cof. — x — fin. — 

c c c c 

_« i — fin. — 

8j. Erit ergo ec L • ficque in aequatione 

cof. — 

C 

•_ i. + fin. — «. 

prius inventa e c = > fcmi/Iis tantum / cafuum fu- 

cof. — 

C r 

pra exhibitorum, fcilicet ii qui funt numeris imparibus, prar- 
fens Problema refolvent. Quare cum prima squatio contineat 

P p * lami- 


3 oo D E C V X V 1 s 

laminae (latum naturalem , omnes ofcillationum modi in fcquen* 

tibus aequationibus continebuntur : 

I. -i- = ' , + 4> = / cot. i <p 

e 

n. -i=> r+4> = /cot. *<p 

c x 

III. — + $—i cot. i <p 

8cc. 

yEquationum ergo hiram prima praebebit primum eumque prin- 
cipalem ofcillandi modum, pro quo valor anguli (p fimili modo, 
quo fupra, per approximationem reperietur. Limites autem an- 
guli (p mox colliguntur elfe i*, o', 40" & t°, 1' ,o", ex quibus 
per fequentem calculum verus ipfius <p valor eruitur. 


4 > = l”, 0', 4 °’ 

feu 3640» # 

log.= 3. 5611013836 
fubtr. = 5,314425133» 

t 0 

1,2,0 
_ 3660» 

3, 5634810854 

5, 3144251332 

1 <p = 8,2466762504 

<P= 0,0176472180 

§ * =■ 4,7123889804 

8, 2490559522 
0,0177441807 
4, 7123889804 

— = 4,7300361984 

4,7301331611 

— <P = 30', 20* 

2 

v= ».054342474* 
/v= 0,3126728453 
add. 0, 3622156886 

30', 30" 

*> 051962648* 

0, 3121694510 
1 0, 362215688^ 

1 h— 0,6748885339 
" = 4 > 73 °»S »83 543 

0, 67438S1395 
4, 7248186037 

Error. + 6363 4* 

< 

+ 53*45574 

636341 

ifc 5 * 5 ° 9 * 3 J 


• Hinc 
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Hinc intelligitur verum valorem ipfius 4 > non intra iftos li- 
mites contineri, fed aliquantulum efle minorem quam i*, o', 
40". Nihilo vero minus is cx his erroribus reperictur. Sit enim 
<p =■ 1°, — h" ; erit »o’: 5250^233 — 636341; 

unde reperitur n = — , ita ut fit 

r 10000 


4> — i' 


’ ^ iocoo’ 
Cum ergo fit <p — 3639,7576" erit 


1$ ==■ 3, 5610724615 

fubtr. 5, 3144251332 

8, 2466473283 
^ = o, 0176460428 
1 r — 4- 7122889804 

■ 7 -= 4> 73 00 J5 02 3 J - 

v 


86 . 


Sit hic numerus =»», erit,ob t 4 



&/— ^ 4 . -y. Unde pari modo numerus 

ofcillationutn ab hac Jamina uno minuto fecundo editarum, erit 

= ^ v' g’ Ekt. ~ t exiftente g = 3, 16625 ped. Rhen. 

Quod fi ergo eadem lamina , nunc altero termino B muro in- 
fixo, nunc libera ad fonum edendum incitetur , erunt foni 
inter fe ut n m ad mm, hoc eft ut quadrata numerorum 
1, 8751040813 & 4» 73 00 35°*3 a > h° c eft ut 1 ad 6. 
363236. Ratio ergo horum fonorum erit proxime ut 11 ad 
70 : horum ergo fonorum intervallum conftiruet duas oCtavas , 
cum quinta & hemitonio. Sin autem pofterior lamina libera du- 
plo longior capiatur quam prior fixa , intervallum lonorum erit 
fere fexta minor. 


87. Invento hoc valore fractionis — ; aquatio pro curva, 

P p 3 quam 


$02 > b e c v x r t s 

quam lamina intef ofcillandum format , hactenus Indeterminati 
poterit determinari. Cum enim fit 

± i — fin.— i — fin. — 

* c = i, erit 5 = — A, ii C~A — B 


cof^- 

C 


cof — - 

C 


— A ( cof. ~ + fin. I ) : cof. •f~,& D=A + B 

— A ( cof. ~ — fin. JL + i ): cof. -y. Jam e&b — A+B 

+ • D — i D= 2 y4(cof. — — fin. cof. ~ ; unde fit 

^ cof - 2 - b ( i 4 . fin. — - cof. — ) 


A = 


af cof — fin. — + i ) 


B = 


b ( i — fin. — ) 


s(cof. — — fin. — + i ) 


£( — i -f- fin. — + cof — ) 
C== c c 


2 ( cof. — Al. 

*-c 


4 fin. -i. 

C 

K — i + fin. — +cof — ) 

c c 


4 fin. 

e 

*(i— cof. - 2 - ) 

a fin. — 
c 


•+ i ) 




b fin. 


2 fin. — 

c 


His fubAitutis oritur h*c atquatio : -j- = 
e c cof.— + e — — ) fi — cof. -)fin. — + fin. i cof. - 

c ^ c' ' e c c c 

. - j * a i 

*( 1 


fin. 


+ cof. ) 


— ) ' 2 fin. -i 

c C c 

88 . Quia autem redta C c eft curva: diameter, ponatur ab£ 
ciflaapuntto medio Cfumpta CP=£, erit x =£ * — *. 

Unde 
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a — * z i 

Unde fit e t = etee 1 = e ( \J — 


3°3 

fin. — 


— * * cof. — 

C C =:e c \) L 

i — fin. — 


CO f. -1 
e 
— 


. /I e * -f- B e c 
i ex quo erit ^ — 


z —L 
ec + e c 


L — * 

(' f + < OV cof. — C i — fin. — ) 

£ f 

2 ( i — fin. — + cof. — ) _ - 

Tum vero erit ( i — cof. -y + fin. — cof. — = 

fm . -J- + fin . ^ = ( f c - f j + fin/c £ +f ) 

= 2 fin* ~Y C cof — ; quibus fubftitutis , oritur ha?c arquatio : 


•2,y 

t : 


,7+r-T cof. -5* 

e*‘+* co[ ~ c 


+ y» quae cft forma fimpliciffima 


qua natura curvae aMcb exprimi poteft : manifeftum aurem 
eft , five c fumatur affirmative , five negative , eundem effe pro- 

a , u 

diturum valorem applicatae 7, Eft vero e~ _p e ~ = 
2 cof. 


V' cof. — 


Invenimus autem angulum y = 271% o', 35»'» 


85. Si jam ponatur z = o ; praebebit y valorem applicat® 

M <• M 


ly/ cof. 

C c j erit ergo — - - + 1 


? cof. cof.-^- 
2 *• 2 c 


feu 


Cc 
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1 + V cof — 

c 

2 Cof. — 

2 c 


= i fcc. ^ + i fcc. -- v' cof. — . At eft 

2 C 2 C C 

cof. == fin. i% o', 3j>7 & cof. — = fin. 45*, 30', itf. 
Cc 

Hinc reperitur = o, 6078 ij. Deinde fi ponatur 7 = 0, 

reperientur punita E & F quibus curva axem intcrfecat. Erit 
ergo 

* — _s_ Cof. — - — a 

+ e f = ( c c +c 


2 cof. —— 

c 


cof. -f 

o * 


1/ cof. — 


ex qua per approximationes reperitur 

CE A E 

CA= °» 5Jl68j,& j^ = o, 4483 * 5 - 

Dum ergo lamina ofcillationes peragit , hxc punita E & F ref- 
tabunt immobilia ; ex quo hujufmodi motus ofcillatorius , qui 
alias vix adtu produci polfe videatur , facile produci poterit. Si 
enim lamina in punitis E & F hoc modo definitis figatur , tum 
perinde ofcillabitur ac fi penitus cfiet libera. 

90. Si eodem modo traitetur aequationum fupra inventarum 

fecunda — = — -+• <p = / cot. (p j quo quidem cafu repe- 

rictur proxime <p = o j tum prodibit fecundus modus , quo la- 
mina libera vibrationes abfolvere poteft , fecando fcilicet axem 
A B in quatuor punitis ; ideoque lamina perinde ofcillabitur , 
ac fi in his quatuor punctis clfct fixa. Vicilfim ergo , fi lamina 
in his quatuor punitis , vel eorum duobus tantum quibufvis fi- 
gatqf ; tum , eodem modo ofcillabitur ac fi elfet libera i fontim 
autem edet multo auitiorem ; quippe qui ad fonum priceden- 
tem modo editum rationem tenebit fere ut 7* ad 3*, hoc eft, 
intervallum erit duarum oitavarum cum quarta & hemitonii fc- 

mific. 
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mifie. Tertius ofcillandt modus, quo cft -- = 4- 4> = 

/ cot. <}> > habebit fex curva acb interfedtiones cum axe AB; 
fonufque edetur plus una oftava cum tertia minore acutior ; 
huneque fonum lamina edet fi in duobus illorum fex pun&orum 
figatur. Hinc patet quam varii foni ab eadem lamina , prout 
in duobus pundtis diverfimode figitur, edi queant, & nifi punc- 
ta bina , quibus infigitur, congruant cum interfectionibus in mo- 
do primo , vel fecundo , vel tertio , atque adeo ofcillationes fe- 
fe ad modorum aliquem fequentium , vel etiam ad infinitefi- 
mum componant r tum fonum fore tantopere acutum , ut perci- 
pi omnino nequeat , feu quod eodem redit , lamina motum of- 
cillatorium prorfus recipere non porerit; vel faltem , inftar cor- 
da: vibrantis, cui ponticulus ita fubjicitur ut partes nullam inter fc 
teneant rationem rationalem , fonus minus diftin&us producetur. 

90 . Infixa nunc fit lamina elaftica in utroque termino A & 
B ; ita tamen ut tangentes curvx in his pun&is non determinen- 
tur. Ad hunc fcilicct cafum in experimentis producendum , la- 
mina: in utroque termino infigantur tenuilfimi aculei A *,BC , 
qui parieti infixi reddant laminx extremos terminos A & B im- 
mobiles. Ad motum ofcillatorium hujus lamina: claftica: invef- 
tigandtim , ponatur , ut ante , clafticitas abfoluta laminx = 
Ekk , longitudo AB =: a, & pondus == A/, atque longitu- 
do penduli fimplicis ifochroni =f Sit AMB figura curvili- 
nea, quam lamina inter ofcfllandum induit, ac ponatur abfcilfa 
A P = A M = * , applicata P M =y , & radius ofculi in 
M = R. Sit porro P vis, quam aculeus A« fuftinet in di- 
rectione A a, & quia vis , qua elementum Mm in directione 
M ** urgeri debet quo lamina in hoc ftatu confervetur , cft 

=» * i erit , per Regulas ftrpra deferiptas , atquatio pro 

curva hxc 

E M. = Px — ILfJxfydx 

Ax* 

Eft vero R = — ; quia curva verfus axem cft concava; 

Eulcri Dt’ Max. dr Mi». Q_ q unde 


Fig. a 4- 
De ofciUa • 
tiontimt 
lamin* ' 

elaftic m 

utroque 
Urmiito jim 
x*. 
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unde fit — ~J f^ x fj 

Facto ergo x = o , erit radius ofculi ii in A infinitus, ideo- 
que ddj = o. 

g\. Si h*c aquatio bis differentictur; prodibit eadem aiqua- 
rio, quam pro cafibus praecedentibus invenimus» 

Ekkd'y = —.ydx+ 

Quod fi ergo ponatur — =**, erit aequatio integralis 

X — * 

y = A c c + 2J< c -f- C fin. — h U cof. — .. 

»■ c m e 
Ad quam detenninandam , ponatur x = o , & quia fimul^ eva- 

oefcere debet, erit o = A + B + D. 

Secundo, ponatur x—a,Sc quia pariter fieri debet j = o,erit 

J* — * a • a 

f — j4c € -4- B c c 4" C fin* *“ "4" D cof* • 

c c 

Tertio , quia evanefeere debet, pofito Sc x — o & 
*=Mi fiet •. 

a — a 

o = A+B— D,&o=Ae‘+Be * — Cfin. ^ -Pcof. 

Jam aequationes o = A + B — D Sc o = A 4- B 4- D 
dant D—o,8cB— — A i qui valores in reliquis duabus 
aquationibus fubftituti praebent 

o =A(e~ — e ~ ) + Cfin. ‘ ,Sc o=A(e~ - e ~)-CCi0.ji 
quibus fatisfieri nequit, nifi fit A = o, quia non poteft efle 

e ~7 = e ‘ , praeter cafum — = o; tum vero efle debet 

Cfin. = o. Hic cum nequeat poni C = o , quia motus 

ofcillatorius foret ^nullus , erit fin. ~ = c , ideoque vel 

4 

*• 
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— vel ^=n, &c. unde iterum infiniti diverfi ofcil- 

e e 

lationum oriuntur modi , prout curva AMB axem vel nufquam 
prarter terminos A & B fccat , vel in uno, vel in duobus , vel in 


pluribus punfiisj uti colligitur ex xquationc j = C fin. — . 

Punfta interfc&ionum autem quotcunquc fuerint , arqualibus in- 
tervallis inter fe diflabunt. 

513. Cum igitur pro primo ac principali ofcillandi modo fit 


— - = r , erit a* = x 4 f* =%*x Ek kx -rr- xf, unde fit 

C M J 



1 M 

El i ( X 4 


; Quare ratione longitudinis laminar, fo- 


ni iterum tenebunt rationem reciprocam duplicatam longitudi- 
num. Sonus autem hujus laminx hoc modo- editus fe habebit 
adfonum ejufdcm laminae, fi altero termino B muro eflet infi- 
xa, uti inr ad quadratum numeri 1, 8751040813,1106 eft ut 
2, 807041 ad 1, fcu in numeris minimis ut 57 ad 160, quod 
intervallum eft odtava cum tritono fere. Si ofeiliationes fe ad 


fecundum modum, quo eft ~ = it, componant i fonus fiet 
duplici odava acutior ; fin fit — = 3 * , fonus acutior fiet tri- 
bus oftavis cum tono majore , quam cafu quo -A- == x ; & ita 

pono. Qua: quo facilius ad experimenta revocari queant ; no- 
tandum eft ofeiliationes hic quam-minimas poni , ita ut nulla la- 
mina: elongatione fit opus. Quare , ne tenacitas laminx, qua 
etiam minima: extenfioni , fine qua ofeiliationes iftx peragi ne- 
queunt , rcluftatur , hic alterationem afferat ; cufpides illae ita 
debent conftitui, ut tantilla extenfio non impediatur : quod eve- 
nit fi plano politiflimo incumbant. Sic lamina elaftica AB in A 
& B cufpidibus A <* & B C munita , fi cufpides fpeculo impo- 
nantur , fonum calculo conformem edet. 


of cilia* 
tinnibus 
lanvn* 
elajhc* 
utroque 
termino 
parieti in» 

faf. 

'&■ I. 2 5 - 
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5»4- Hoc cafu expedito ; iftam de laminis claflicis traditio- 
nem claudat motus ofcillatorius lamina? clafticar, utroque termi- 
no A & B muro infixae , ita ut inter ofcillandum pundla A & B 
non folum maneant immota , fcd etiam refta A B perpetuo fit 
tangens curvae AMB in pun&is A & B. Hic ergo iterum 
cavendum cft, ut obices terminos A & B comprehendentes non 
fint adeo firmi , fed tantiUam extenfionem quanta ad curvatu- 
ram requiritur, permittant. Quaecunquc ergo fint vires in ter- 
minis A & B ad laminam continendam requifitar; ad fequen- 
tem pervenietur aequationem differentialem quarti ordinis Eikd* y 

— M. jdx* -, cujus, fi ponatur ^ > integralis erit 

ut fupra , 

X — X 

j-=. Ae~ +B/ c + Cfin. — -f- Pcof. — . 


95. Conflante! A, B, C, & D autem ita debent efle com- 
parat* , ut pofito x = o , non folum y evanelcat , fcd etiam 
fiat dy = o , quia in A curva ab axe A B tangitur. Hoc 
idem utrumque vero evenire debet, fi ponatur x =* > unde iflae 
quatuor aequationes nafcentur. 


I. o = A + B + D 

II. o = A — B + C 

n — a 

III. 0= Ae* f +Cfin.-^-+ D cof. 

a — a_ 

IV. o == Ae~T — Be ' +Cc ofi — — P fin. -f .. 

Ex harum aequationum prima & fecunda oritut C = — A-{-B, 
3 c D = — A — B , qui valorcs in reliquis duabus fubftituii 
dabunt 

o—Ac^ + Be ~ — (A— B ) fin. ~ ~~(A+B) cof. 7 

o = AxJ r- Be~~^ < — (,A — B) cof. 7 + (AfB) fin. 7" 

quarum 


elasticis; 

quarum fumma ac differentia eft , 


3°9 


_a . fin. — 

a— Ae c +B fin. - — A cof. ~ , feu 4 — - — - 

C C 0 a 

cof. — — e ~ 

C\ 

’ ' ' ' — 

_« e * — cof. — 

• = Be ‘ —Af\n, — — B cof. — , feu 

c e d jt_ 

c- 

a — a 

unde fit 1 = f ‘ f f ) cof. feu 


1 + fin.— 

— C 



Qux xquatio , quia congruit cum ea, quam §. 8i lnvcni»- 
mus, fcqucntcs Solutiones numero infinitx fatisfacient :■ 

I. — = •*- — <p — / eoe i 4> 

c 

H. — = £ a- + 4> = /cot. i <p 

c 

DI. — = { a- — 4> = / cot. i 4> 

e * 

&c.. 

pd. Harum xquationum primx fatisfieri nequit, nifi fit 4> =r 
po*,ideoque-^- = o i unde primus ofcillandi modus oritur 

ex xquationc -j-=s£ir + 4> = / cot. £ 0 j qux cum jam fu- 

pra fit traftata, erit -y = 4, 73 00 3 5° 2 3 2 « Quamobrem lami- 
na elaftica, cujus uterque terminus parieti infixus tenetur, perin- 
de vibrationes fuas peraget, ac fi effet omnino libera. Hxc 

Q q 3 autem 


T* 
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autem convenientia tantutn ad primum ofcillandi modum pec- 
tat; fecundus enim ofcillandi modus, quo eft — <p= 

log. cot. { <P , atque lamina axem AB inter oftillandum in uno 
punfto interfecat , in lamina libera fui parem non habet ; ter- 
tius autem modus laminar utrinque infixa: congruet cum modo 
fecundo laminx libera», atque ita porro. 

97. Hac duo poftrerra ofcillationum genera, ot> caufamal- 
laram, non congrue per experimenta explorari pofliint : primu m 
autem non folum ad experimenta infticucnda maxime eft aptum; 
fcd etiam adhiberi poteft ad elafticitatem abfolutam cujufque li- 
mina: propofitar , quam per Ekk indicavimus, inveftigandam. 
Qi:od fi enim fonus notetur , quem hujulmodi lamina altero 
tnmino muro infixa edit, eique in corda confonus efficiatur , 
fimul numerus ofcillationum uno minuto fecundarum editarum 

cognofcctur. Qui fi aequalis ponatur expreffioni ^ )/g.Ekk. 

•jft °b numerum » cognitum, & quantitate» g , s, & M per 

dimenfiones inventas, reperictur valor expreflionis Ekk, ficque 
claflicitas abfolura innotefeit ; quz cum ea quam fupra cx ia» 
cpryatione reperire docuimus , comparari poteft. 


AD- 
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ADDITAMENTUM II. 

De motu projetforum in medio non rejijlente, per 
Alelbodum maximorum ac minimorum 
determinando. 

1. Uoniam omnes naturi effe&us fequuntur quandam ma- 

Vy ximi minimive legem j dubium cft nullum , quin in 
lineis curvis , quas corpora proje&a , fi a viribus quibuscunque 
follicitentur , deferibunt, quipiam maximi minimive proprietas 
locum habeat. Quinam autem fit ifta proprietas , cx princi- 
piis mciaphylicis a priori definire non tam facile videtur: cum 
autem has ipfa curvas , ope Methodi direfti , determinare li- 
ceat ; hinc, debita adhibita attentione, id ipfum , quod in ifiis 
curvis eft maximum vel minimum , concludi poterit. Spettari 
autem potiffimum debet effectus a viribus follicitantibus oriun- 
dus ; qui cum in motu corporis genito confiftat, veritati con- 
fentancum videtur hunc ipfum motum , feu potius aggrega- 
tum omnium motuum qui in corpore projedto inlunt, mini- 
mum elfe debere. Q11 conclufio ctfi non fatis confirmata vi- 
deatur , tamen , fi eam cum veritate jam a priori nota confcnti- 
rc oftendero , tantum confeqnctur pondus , ut omnia dubia qua* 
circa eam fuboriri queant penitus evanefeant. Quin-etiam cum 
ejus veritas fuerit evidta, facilius erit in intimas Naturi leges 
atque caufas finales inquirere i hocque aflertum firmiflimis ra- 
tionibus corroborare. 

2. Sit mafla corporis proje&i = /Vf , ejufque, dum fpatio- 
lum = ds emetitur , celeritas debita altitudini = vi erit quan- 
titas motus corporis in hoc loco = M V v; qua: per ipfum 
fpatrolum ds multiplicata , dabit M ds \/ v motum corporis, 
collc&ivum per fpatiolum ds. Jam dico lineam a corpore def- 

criptam. 
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ctirva ita erit comparata, ut in ea fit fds>J{a +gx) minimum. 
Ponatur dj — pdx, ut fit ds = dx ✓( 1 +//), atque mi- 
nimum efle debet fdx y/ (4 x) (1 -+-/>/); qux exprcflio cutn 

forma generali /2 </4 comparata dat 2 = d(*+gx') (1 +//>); 
quare , cum pofitum fit dz = Mdx + Jfdj -j- ?dp, erit 

N— o Sc P = 0 “« ergo valor differentialis 

^ ^ ; ob N = o , fiet prxfenti cafu d P = o , & 

P = VC. Habebitur ergo y/ C= P 7r~^\ = ^ ■ 

unde fit Cdx' + Cdj' =d,\*+gx) ,Scdj = i 

qux integrata dat J— — V C(d — C+^x). 

j. Manifeftum quidem eft hanc aequationem efle pro Parabo- 
la. At ejus confenfum cum veritate attentius confiderafle juva- 
bit. Primum ergo patet tangentem hujus curvx efle horizon- 
talem, feu dx -= o •, ubi eft 4 — C-{-gx^^= o. Cum igitur 
principium abfeiflarum A ab arbitrio noftro pendeat, fumatur 
id in hoc ipfo loco , fietque C = 4; tum vero ipfe axis per hoc 
punitum curvx fummum tranfeat, ita ut, pofiro x =0, fiat 
fimul jr = o. His confideratis , xquatio pro curva erit hxc 

J=aVy^ ; quam non folum patet effe pro Parabola; fcd 

etiam, cum celeritas in punito A fit da, altitudo CA, ex 
qua corpus labendo ab eadem vi g follicitatum eam ipfam ac- 
quirit celeritatem, qua in punito A movetur, erit = — ; hoc 

g 

eft, quartx parametri parti xquatur ; prorfus uti ex doitrina mo- 
tus projeitorum per Methodum direiiim intclligitur. 

6 . Sollicitetur, ut ante, corpus ubique verticaliter deorfum, 
ft ipfa vis follicitans non fit conftans , fed pendeat utcunque ab 
altitudine C P. Scilicet pofita abfeifla CP = x, fit vis qua 
corpus in M deorfum nititur = X funitioni cuicunquc ipfius 
x. Si ergo vocetur applicata PM=ji, elementum arcus 
Euleri de Mox. & Mue. Rr M to 


Sig. *7‘ 
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M m = <//, Scdy=pdx,cntdv=Xdx, 9 cv=A+/Xdx: 
unde minimum ede debet hic expreffio /dx\/(A+/Xdx) (i +pp\ 
cx qua pro curva defcripta A M obtinebitur hic iquatio 


, c _pM{A +fXdx)_ , iC_ 

vc VTT+Tf) f H a-c- 


dy 


• C+fXdx) dx * 

fcu y HA ^2clfXd7y pangens cr g° curvsc crIt ho ' 
zontalis ubi /Xdx-=C — A. Hxc vero eadem aquatio tra- 
je&orii corporis per Methodum direflam reperitur. 

7. Sollicitetur nunc corpus in M a duabus viribus, altera 
horizontali = T fecund um dire&ionem M P , altera verticali 
= X fecundum dirc&ion em M Q- Sit aurem X funftio qui- 
cunque rcifti verticalis MQ,— CP = x, 8 c T fun&io quar- 
cunquc applicati PM =7. Pofitis ergo ut ante dy—pdx, 
erit dv = — Xdx — T dy , fietque v = A — fXdx — 
/Tdy ; unde minimum efle debet hic formula /dx v^( 1 -+- />/>) 
( A —/X dx — /T dy ). Diftercntictur v' ( 1 + pp ) ( A — 
/Xdx — / T d y) , atque prodibit . . .. . . .. .. 

T dy\J{ I 4 -pp) 


Xdx \’( 1 +pp ) , . . - 

2 » /(A fXdx J Tdy) 2 V (A fXdx fTdy) 

, pdp d (A fXdx fTdy) 

v (. 1 +pp ) 


Hinc pofiro 

\r — T ^ ( 1 +PP ) i. p t\'(A — / Xdx — fTdy) . 

“ 2 fA — fxdx—frdy)’ ccr ~ V( , 4 -pp) 

d P 

erit pro curva quxfita hic iquatio o — N — , fcu Ndx 

= d Pi Hinc ergo fit 
dpf ( A 


— rdu •/( 1 + ?? ) _ 


2 i/(A fXdx — fTdy ) 

-fXdx fTdy ) p X dx pT dy 

C 1 +/>?) 1 +PP). 2y/ ( *+PP)(d fXdx — fTdy) 

fcu dpd(A —fXdx fTdy) Xdv—rdx 


(i+pp)^/ (i+pp) 


2v(* +PPj\A fXdx — JTdy) 

Hanc iquationem 


. , 2 'dp X dy Td x 

]dcoque ^ t ^ J=m -— T Try . 

veritati elTc confentancam patebit , fi loco A — /Xdx — fTdy 

ponatur 
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2 vdp 


ponatur v, erit enim . 

O+// 0 ’' 

radius ofculi r = — - 1 

df 


— At cft 
V ( i+pp) 


1 : * 


dx 


quo introdudo cft 


= r ^ X ~ j s ** * * ~ corporis centrifuga , & 

r ^ x exprimit vim normalem ex viribus follicitantibus 

ortam j quarum virium xqualitas utique in omni motu projec- 
torum locum habet. 

8 . Quatio autem inventa g* = ia V 


neralitereft integrabilis, fi multiplicetur per^ — i+pp 

fiet enim ^AllA-J^—frd,) 

( 1 +P.0 

qux integrata dat 


PP 

tpXdx- f rdy _ 

1 +pp * 

-p l fXdx + frdy — A __ c feu 
1 

f rd J — p'/Xdx= A+C+Cpp, U nde / =^+^g ; 


ii y 

pofito B pro — A — C. Cum ergo fit p = -j ~ > 


erit 


r V( b+ 777 P)=S J(c+ ’“V ati0 P'° curvl 

quxlita , in qua variabiles x & j funt a fe invicem feparatx. 
Vel fi conflantes B & C in negativas convertantur, erit 

/ f^=rm =f j(/—f Xi , r Ea «fi «"» 

conftrudio facilis habetur, tamen xquationes algebraicx, quo- 
ties quidem in ipfis continentur , non tam facile eruuntur. Sint 
X & T fundiones fimiles & quidem potcftates ipfarum x & j r , 


ita ut fit f ^ 


*'(*" — y“ ) 


=/ 


<i x 


y/CS — x") 


, qux xquatio , 


fi n = 1, prxbet Parabolam ; fin n = z , Ellipfin Centrum in C 
habentem : etfi hoc cafu utraque integratio quadraturam Circuli 

Kr a requi- 
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requirit. Verlfimilc ergo videtur etiam alii* cafibus, quibus 
neutra integratio fucccdit, curvas algebraicas latisfaccrci quarum 
autem inveniendarum Methodus adhuc defideratur. 
i- 9. Urgeatur corpus M perpetuo verfus punfhim fixum fe- 
cundum diredtionem M C , vi qua* fit ut lundtio quarcunque dif- 
tantix MC. Pofitis ut ante CP=x, PM=jr, St dy = s 
f>dx-,C\t CM = V + y % ) = t, atque fit T ea fiindiioip- 
fius t , quat exprimit vim cenrripetam. Refolvatur hacc vis in 
laterales fecundum MQ & M P , erit vis trahens fecundum 

M Q_ = — i & vis fecundum M P = ; ex quibus oritur 


acceleratio dv = — - -*** — — = — Tdt , ob xdx-\. 

ydy-= tdt ; unde fit v=A — /Tdt. Quamobrem minimum 
efTe debet hxc expreffio fdx ( 1 pp ) ( A — /T dt ). 
Jam , fecundum Regulae prxeeptum , differentietur quantitas , 
^ l +pp) (A — /Tdt ) , prodibitque 

Tdt 1 + pp ) , p dp y' ( A fT d t) . 

a V C A — [Tdt ) ^ v(i +pp) 


Ob dt = 


x d x + y dy 


erit ergo N = + VP 

6 a / V ^ — J Tdt) 


& P 


ex quibus efficitur zquatio pro 
p Tdt 


pd (A—fTdt) 
v ( 1 + PPJ 

curva N dx = dP , quae prarbet , 

TyJx / 1 -p /f) d p\J(A / Tdt ) 

2 W ( A i' Tdt) (1+ppMl+tP) T7(l+pp)(A J Tdt) 

bxcque redudta abibit in illam , 

T(x d y y dx) d p 

Zt(A-fTdt) 1 +pp 

10. Quamvis hxc arquatio quatuor contineat litteras diver- 
fas, tamen debita dexteritate integrari potcfl. Cum enim fit 

ydy + xdx = tdt = pydx + xdx, erit dx — Stdj = , 

qui valores in aequatione fubftituti dabunt 


/p * — y )_ Tdt _ dp r Tdt _ dp(py + x ) 
2(x+py)(/ — f Tdt) 1 +pp’ CU 3 (d — fTdt) (I + ppXpx >)• 
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Harum exprdfionum utraque per logarithmos eft integrabilis , 

cft cnm / 2 ( a _Z J /t 7 T) = — * I(A— fTJO, Se 

f A tkl±fyJ- refolviturin f /-1 

J ( I -i-pPKP x — >) 1>x y J 1 


px — y 


px_ 


ita ut fit 




qua x- 


' V 1 !+;/>; fTdt) — V(i+pp) 

quatjone declaratur, celeritatem corporis in M , qux eft = 
V {A — /T dt \ efle reciproce ut perpendiculum ex C in tan- 
gentem demiflum ; qux eft proprietas palmaria horum motuum. 

n. Hoc vero idem Problema commodius rcfol vi poreft ip- 
fam redam CM pro altera variabili aftiimcndo. Verum Me- 
thodus fupra tradita non poftulat, ut ambx variabiles finteoor- 
dinitx orthogonales , dummodo fint ejufmodi binx quantitates 
quibus determinatis fimul curvx pundum determinetur. Hanc 
ob caufam, non liceret diftantiam C M cum perpendiculo ex C 
in tangentem demiflo pro binis illis variabilibus accipere ; quo- 
niam etiamii detur & diftantia a centro & perpendiculum in 
tangentem , hinc tamen locus pundi curvx non definitur. Ni- 
hil autem impedit, quo-minus diftantia CM,6c arcus circuli 
B P centro C delcripti, in locum duarum variabilium fubftituan- 
tur ; quia dato arcu B P, & diftantia C M curvx pundum M 
xque determinatur ac per coordinatas orthogonales. Hac ergo' 
annotatione ufus Methodi multo latius extenditur , quam alio- 
quin videri queat. 

i*. Sit igitur diftantia corporis a centro MC = *> & vis 
qua corpus ad centrum C folliciratur fit = X fundioni cuicun- 

3 ue ipfius x. Centro C, radio pro lubitu airumptoBC = r, 
eferibatur circulus , cujus arcus B P teneat locum alterius varia- 
bilis y, ita ut fit P p = dj = p dx. Ex vi autem follicitantc cft 
dv= — Xdx, unde “t /=A — fXdx. Centro C, radio 
CM = x , deferibatur arculus M n , erit mn = ^i & C P : 

P p = C M : M n , unde fit M n = , & elementum (pa- 


tii M m = dx y/ ( 1 + Z£J^— ). 


ce 


rtg. is. 


Quamobrem minimum efle 
Rr 3 de' ct 
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debet harc formula fdx \J ( A — fXdx) ( i 4- ) ; ex 

qua oritur valor diffcrentialis 4- d. P xx ^ C^ - 


c e 
■ f X dx ) 


• , 

dx c d i ec p pxx ) * 

per Regulam , nihilo aequalis politus , prabebit hanc aquationem: 

V C=P , f cu Ce* + Cccppxx = 

( A — fXdx) ppx 4 , ex qua fit 

e e yj C ce ^ C 

f V((A—fXdx)x* C*.lxx ) 

fcu dj = £cJx ' /c 


XV C ( A — fXdx) XX — Cee) 

, quae eadem sequa- 


Xy/ '( A J A dx) X * Cee) 

tio etiam per Methodum diretiam invenitur. 

13. Ex his igitur calibus perfe<ftilfimus confenfus principii hic 
ftabiliti cum veritate elucet : utrum autem ifle confenfus in cafi- 
bus magis complicatis locum quoque Iit habiturus, dubium fu- 
perelfe potefl. Quamobrem quam late pateat iftud prin- 
cipium diligentius erit inveftigandum , quo plus ip(i non 
tribuatur quam ejus natura permittit. Ad hoc explicandum , 
omnis motus proje&orum in duo genera diftribui debet ; quo- 
rum altero celeritas corporis , quam in quavis loco habet , a fo- 
lo ficu pendet ; ita ut , fi ad eundem fitum reverratur , eandem 
quoque fit recuperaturum celeritatem; quod evenit, fi corpus 
vel ad unum vel ad plura centra fixa trahatur viribus, qu.r (int ut 
fundliones quacunque diftantiarum ab his centris. Ad alterum 
genus refero eos projectorum motus, quibus celeritas corporis 
per folum locum in quo hxret non determinatur ; id quod ufu 
venit, vel fi centra illa ad quae corpus follicitatnr fuerint mobi- 
lia, vel fi motus fiat in medio reliftente. Hac laCta divilio- 
ne ; notandum eft , quoties motus corporis ad prius genus per- 
tineat , hoc eft , fi corpus non folum ad unum fed ad quotcunque 
centra fixa follicitetur viribus quibufeunque, toties in motu hoc 
fummam omnium motuum elementarium fore minimam. 

14. Hoc ipfum autem poftulat indoles Propofitionis : dum 
enim , inter datos terminos , ca quxritur curva, in qua fit fdi\Jv 
minimum > eo ipfo alluamur , celeritatem corporis in utroque 

termino 
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termino eandem cfle , quxcunquc curva corporis viam conftituat. 
Quorcunque autem fuerint centra virium fixa , celeritas corporis 
in quovis loco M , exprimitur fundione determinata ambarum 
variabilium CP=x, & PM=jp. Sit igitur v fundio qua;- n £ . 
cunque ipfarum x & y , ita ut fit dv = Tdx + Vdy j atque vi- 
deamus, an principium nofhum veram exhibiturum fit projec- 
toriam corporis. Cum autem fit dv^= Tdx-{- Vdy, corpus; 
perinde movebitur, ac fi follicitetur in M a duabus viribus, alte- 
ra Tin diredione abfcilfis x parallela, altera vero V in direc- 
tione parallela applicatis y , ex quibus oritur vis tangentialis = 

t & v ij normalis = * T ^ y - Debet autem,. 

ex natura motus liberi , efle — v = Pdx +rJy __ 

r di y/(i+pp) 

ad quam xquationem fi Methodus maximorum ac minimorum 
deducat, erit utique principium nofhum veritati conforme. 

i y. Cum igitur , peT hoc principium, debeat elTc fdx\Jv ( f +/>/). 
minimum, diffcrcntictur quantitas V^C 1 + » tc l uc > ob> 

d-v = Tdx 4- Vdy, orietur :■ 

TdxJ(\+p p) Vdyy/r c +pp ) r p d p \/ V 

2 V v 2 %' v y/ ( 1 + p p ) * ^ 

obtinetur pro curva quxfita fcqucns «quatio , fecundum prae- 
cepta tradita F 

Vdxs/(l -f- pp) ^ _j> t/ v_ dfry/v ■ p jTJx -f- Vd y) 

2 \Tv +pp ) +pf f- x «M* +PP ) 

r . — dpdv Tpdx — Vdx a. _/i 


(I +PP)'- 1 l + PP>' 


At efl radius ofculi in 


— C» + pp) dx i/ f I + />/)) 


M = — - — LniHJ ; qui fi ponatur = r, erit 

— = ■; ~F- V ~s > omnino uti per Methodum diredam in» 

venitur. Dummodo ergo vires follicitantes ita fuerint compa- 
rata; , ut ex reduci queant ad duas vires T & V, fecundum di- 
rediones coordinatis x & y parallelas follicitantes , qux fint uc 
^ludiones quxeunque harum variabilium * <Sc y , tum femper in 

curva 
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curva defcripta erit motus corporis per omnia elementa collcdus 
minimus. 

1 6 . Tam late ergo hoc principium patet, ut folus motus a 
refiftentia medii perturbatus excipiendus videatur ; cujus quidem 
exceptionis ratio facile perfpicitur, propterea quod hoc cafu 
corpus per varias vias ad eundem locum perv eniens non eandem 
acquirit celeritatem. Qiiamobrem , fublata omni refiftentia in 
motu corporum projectorum , perpetuo hac conftans proprietas 
locum habebit, ut fumma omnium motuum elementarium fit 
minima. Neque vero harc proprietas in motu unius corporis 
tantum cernetur , fcd etiam in motu plurium corporum conjunc- 
tim ; quas quomodocunque in fe invicem agant , tamen femper 
fumma omnium motuum eft minima. Quod , cum hujufmo- 1 
di motus difficulter ad calculum revocentur , facilius ex primis 
principiis intelligitur, quam ex confenfu calculi fecundum utram- 
que Methodum inftituti. Quoniam enim corpora , ob inertiam , 
omni ftatus mutationi reludantur ; viribus follicitantibus tam pa- 
rum obtemperabunt, quam fieri poteft, fiquidem fint libera; 
ex quo efficitur, ut, in motu genito, effedus a viribus ortus 
minor cftc debeat , quam fi ullo alio modo corpus vel corpo- 
ra fuiftent promota. Cujus ratiocinii vis , etiam fi nondum fatis 
perfpiciatur ; tamen , quia cum veritate congruit , non dubito 
quin, ope principiorum limioris Metaphyficz, ad majorem evi- 
dentiam evehi queat; quod negotium aliis, qui MetaphyGcam 
profitentur , relinquo. 
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Monitum ad BibUoptgam. 


Tabulae omnes Figurarum ad calcem compingantur, vel duae 
priores poft paginam 244 inferantur , polteriorcs tres ad calcem 
ponantur. 


Avtt au Relieur. 

II placera les cinq Planches de Figures a la fin du Livre , ou 
bicn, il mettra les deux premieres a la page 244 , & les troii 
dernieres a la fin, 
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